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¢QUE ES EL AZAR?

El azar es el motor de una gran cantidad de fenémenos y su enten-
dimiento matematico ha permitido grandes desarrollos humanos. Los
modelos matemiticos que intentan explicar los vaivenes del tiempo y de
la bolsa de comercio o el comportamiento de sistemas fisicos comple-
jos incorporan el azar. Los algoritmos en la tecnologia de inteligencia
artificial y de mineria de datos hacen uso de él. Hoy, se sabe que el azar
gobierna el movimiento de los objetos diminutos como las bacterias y
los electrones, y juega un papel importante en la teoria de la evolucién
que explica cémo, a través de escalas de tiempo gigantescas, la genética
de los organismos sufrié pequefios cambios aleatorios que convirtieron
lentamente una especie en la siguiente.

El entendimiento del azar amplia nuestra capacidad de explicar
el mundo y se puede convertir en una valiosa herramienta de anilisis.
Aquellos que estudiamos el azar demoramos afios en dominar sus teore-
mas mds fundamentales y lo cierto es que nunca cesaremos de aprender.
Pero un Paseo por el Azar bastard para abrir nuestra mirada a este com-
pafero curioso e impredecible.

¢<DONDE ESTA EL AZAR?

Todos nos hemos enfrentado al azar. Estamos sometido a los
vaivenes meteoroldgicos, cada vez mds sorprendentes, a la congestién
automovilistica en los peores momentos y, pareciera, a la acumulacién
de imprevistos incémodos en los momentos menos adecuados. Por otro
lado, también nos encontramos en la calle con ese amigo que no veiamos
hace meses o con la informacién precisa que necesitdbamos al inicio de
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una busqueda que dibamos por perdida. A veces, compramos el nimero
ganador de una témbola y llegamos al paradero en el momento preciso
en que pasa el autobds de menor frecuencia.

El azar nos trae buenas y malas sorpresas, pero sorpresas, al fin
y al cabo. Es particularmente dificil de definir. ;Quién podria dar en
este momento una definicién de azar sin rascarse la cabeza por varios
minutos y balbucear vanamente una respuesta imprecisa? Mas alld de
su definicién, se presenta ciertamente como un velo nebuloso que cubre
todo aquello sobre lo cual no tenemos control. Y, sin embargo, nos fas-
cina de tal modo que hemos desarrollado una serie de mecanismos que
hacen uso y abuso de él por mera diversién. Loteria, dados, mdquinas
tragamonedas, carreras de caballo. El azar parece ser el mayor cataliza-
dor de adrenalina.

Nuestros ancestros deben haberse sentido desamparados frente a
la antojadiza naturaleza que produce escasez de lluvia o lluvias en exce-
s0, que trae heladas primaverales que dafan los cultivos, que aleja la ruta
de las manadas o que, por el contrario, consiente con un invierno corto
y clemente y una stbita abundancia de alimentos de ficil cosecha. No
es de extrafiar que estos fenémenos se atribuyeran a entidades ocultas,
todopoderosas, sabias o temperamentales, dependiendo de las culturas.

Por supuesto, hemos progresado en nuestro entendimiento de la
naturaleza y en nuestra capacidad de predecir. Hemos erigido, sobre ci-
mientos de roca inquebrantable, un edificio milenario llamado “ciencia”
que calma nuestras ansias de explicar el mundo inasible con férmulas,
leyes y teorias. La rigurosa geometria y la intransigente mecdnica que
describe el movimiento de los objetos son reflejos de una época en la que
pensiabamos que nuestro conocimiento puede extenderse sin falla desde
lo mas pequeiio hasta la totalidad del universo: midamos el presente con
precisién absoluta y sabremos la evolucién del futuro. Con el paso del
tiempo, hemos renunciado a este afin controlador y le hemos abierto
la puerta a la incertidumbre en nuestra descripcién del mundo, no por
incapaces, sino porque hemos entendido de a poco su rol central.

Hemos descubierto que el azar es una realidad fisica. EI mundo
microscépico no se puede describir mediante ecuaciones que entregan
plena certeza del estado futuro del sistema estudiado. Hemos observa-
do la naturaleza aleatoria de las mutaciones genéticas que gobiernan el
evolucionar de las especies. Hemos vislumbrado el mapa impredecible
de los destellos eléctricos de nuestro cerebro que resultan tanto en la
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mera realizacién de las tareas cotidianas como en los flujos de idea mds
impensadas y, también, en la percepcién sensorial de nuestro ambiente y
nuestra capacidad de analizarlo. También hemos comprendido lo iluso-
rio que resulta el intentar medir nuestro presente con precisién absoluta
y cémo esta limitacion también conlleva la pérdida de nuestra capacidad
de predecir.

La probabilidad también se presenta como un recurso para lidiar
con sistemas extraordinariamente complejos. Pensemos en el trifico au-
tomovilistico en una gran ciudad. Cada habitante aporta su grano de
arena a este monstruo impredecible que es la suma de una cantidad
astronémica de contribuciones diminutas que se anulan o refuerzan
descontroladamente: autos mal estacionados, panas en grandes arterias,
peatones imprudentes que demoran el transito, congestién en los pa-
raderos o, simplemente, transeintes corrientes que salen de sus casas
en horarios variables. En otro contexto, quien intenta, por ejemplo, en-
tender los niveles de energia de un 4tomo pesado se encuentra con la
sorpresa de que un modelo probabilistico extraordinariamente sencillo
puede ser mds acertado que una ecuacién exacta. Este paradigma —un
gran nimero de perturbaciones infimas, individualmente irrelevantes,
pero colectivamente ineludibles— se encuentra en numerosos sistemas
tisicos, biolégicos y humanos.

La verdad es que somos francamente malos para lidiar con el azar.
Nuestra inteligencia es poco eficiente al estimar las probabilidades de
ocurrencia de eventos muy simples y ain mds terca a la hora de actuali-
zar nuestras estimaciones iniciales a la luz de nueva informacién.

Afortunadamente, también hemos sido capaces de entender las
leyes del azar. El azar, de algiin modo, tiene leyes propias que se pueden
someter al andlisis matematico. No debe entenderse que este andlisis
borra la incertidumbre. Nos permite incorporar el azar como un me-
canismo poderoso en nuestro modelamiento del mundo y como una
fuente de informacién crucial en la toma de decisiones.

Pese a todos estos avances objetivos, es posible que nuestra per-
cepcidn cotidiana del azar sea ain parecida a la de nuestros ancestros: el
azar como una mano invisible —un demiurgo— que gobierna los meca-
nismos ocultos de lo incierto. ;No tenemos todos una secreta creencia
en la infame /ey de Murphy? Es posible que estos prejuicios sean la causa
del nacimiento tardio de la teoria de probabilidades como disciplina
cientifica.
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Nuestra torpeza con las probabilidades nos puede llevar a los ra-
zonamientos mds absurdos, a conclusiones descabelladas e, incluso, a
estrategias de apuesta condenadas al desastre. Las paradojas y los puzles
probabilisticos son un tesoro matemdtico que presentaremos parcial-
mente en los capitulos que siguen. En varias oportunidades, nos valdre-
mos de ellos para iniciar la discusién de conceptos centrales de la teoria

de probabilidades.

Damos por iniciado nuestro paseo por el azar.

Lo probable, lo aleatorio, lo estocastico y el azar: nos encontraremos
a menudo con los términos probable, aleatorio, estocdstico y azaroso. A
grandes rasgos, estas cuatro palabras son sinénimas. Cada una de ellas
tiene un origen muy antiguo y muy interesante. El origen de las pala-
bras y su evolucién a través del tiempo es el campo de una disciplina
conocida como etimologia.

La palabra probabilidad llegé a través del francés antiguo y
proviene del latin. Designa la verosimilitud de la ocurrencia de algtin
acontecimiento y se vincula con lo incierto. Originalmente, se referia
mis a la aceptacién de algin hecho como verosimil por parte de los
hombres o incluso como demostrable. La palabra adquirié su signi-
ficado definitivo durante el siglo XVII de la mano con los primeros
trabajos matemadticos sobre el azar y, mds precisamente, sobre el fun-
cionamiento de los juegos de azar.

La palabra aleatorio se usa frecuentemente para designar un
hecho azaroso. Proviene del latin y se usaba para designar los juegos
de dados. Se especula que el origen de esta palabra puede ser el nom-
bre de un hueso, ya que los primeros dados estaban construidos con
huesos. Encontramos esta palabra en la famosa frase de Julio César
“Alea iacta est” (“La suerte estd echada”), que pronuncié al cruzar con
su ejército las aguas del Rubicén, hecho que inicié la guerra civil con-
tra Pompeyo.

La palabra estocdstico es un sinénimo de origen griego. Tiene
un origen comun con la palabra eszaca y puede guardar referencia con

la trayectoria azarosa de un dardo arrojado hacia un blanco.
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Finalmente, la palabra azar desciende del drabe y tiene, quizds,
la mis bella etimologia de entre estos sinénimos. La palabra desciende
directamente de la palabra drabe que significa ‘dado’. Curiosamente,
esta ultima proviene del nombre de la flor blanca del naranjo y del
limén, azahar o flor de azahar. Este vinculo proviene de un dado an-
tiguo con dos caras, una de las cuales se marcaba con el motivo de la
flor de naranjo y marcaba la suerte. Hasta hoy en dia, la palabra azar
en drabe se refiere mds bien a la suerte y no tanto a la incertidumbre.
En inglés, esta palabra adquiri6 el significado de ‘peligro’.

La palabra probable tiene cierta connotacién positiva. Algo
probable tiene cierto grado positivo de verosimilitud. Las palabras
aleatorio, estocdstico y azaroso son mds neutras en este sentido y trans-

miten un significado mds amplio de incertidumbre.

¢COMO SE MIDE EL AZAR?

¢Qué es medir? Medir consiste en asignar un nimero a una can-
tidad fisica, a un fenémeno o a un atributo de algin objeto. Entre otras
cosas, medir nos permite comparar, clasificar y establecer equivalencias.
Necesitamos medir distancias para navegar, y medir el peso de un com-
puesto nos permite asignar la dosis correcta de medicamento a un pa-
ciente. También, medir una sutil cantidad de carbono 14 es la clave para
determinar la edad de un esqueleto de dinosaurio.

Desde hace milenios, la humanidad ha sido experta en medir
todo tipo de cosas. Existe una medida para casi todo lo imaginable:
tamafio, peso, volumen, temperatura, velocidad, precio, dngulos, lumi-
nosidad, presién, humedad, etc. Mas aun, disponemos de instrumentos
para medir cada vez con mayor precisién.

Pero ;se puede medir el azar?

Si bien —desde un punto de vista histérico— hemos sido muy
eficientes para medir nuestro entorno, demoramos muchisimo en con-
testar esta simple pregunta, e incluso en formularla. Los griegos, gran-
des geémetras, desarrollaron todo tipo de matemdticas, pero no pare-
cen haber llegado a grandes conclusiones respecto a probabilidades. Un
obsticulo mayor para esta tarea consistié en la creencia en que lo que
percibiamos como azar era una manifestacién de alguna entidad oculta
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y poderosa. Suerte, casualidad, coincidencia, destino son solo algunos
de los conceptos que invocamos para referirnos a los hechos inciertos.
Curiosamente, los primeros en medir —o cuantificar— el azar fueron
apostadores empedernidos en torcerle la mano a la suerte y sacar méxi-
mo provecho de los juegos de azar. Ya volveremos sobre este punto.

Para medir un evento azaroso, le asignamos una probabilidad, un
numero entre 0 y 1, donde 0 significa que el evento no ocurre y 1, que
ocurre con la méxima certeza. Es la probabilidad de que el evento ocu-
rra. Cuando pueden ocurrir varias alternativas, le asignamos una proba-
bilidad a cada una de ellas con la regla de que la suma de las probabili-
dades tiene que ser igual a 1.

A esta altura, el concepto de evento es poco claro, pero se puede
entender de manera intuitiva. Basicamente, un evento es alguna circuns-
tancia que podria ocurrir. Por ejemplo, la sentencia “Lloverd mafiana”
describe un evento. En los informes del tiempo, se asigna una probabili-
dad a este evento: si se indica que “la probabilidad de precipitaciones es
igual a 95%”, entonces llovera con bastante certeza. Por otro lado, si esta
probabilidad es igual a 3%, entonces lo més probable es que no llueva.

Hay al menos dos formas de definir la probabilidad. La primera
es a través de la frecuencia. Al observar un fenémeno repetidas veces,
podemos consignar la frecuencia de veces en las que ocurrié. La frecuen-
cia es el cociente entre el nimero de veces en que ocurrié y el nimero
total de observaciones. Por ejemplo, si tiramos una moneda 100 veces y
sali6 cara 49 veces, la frecuencia de caras es 49/100, una cantidad muy
cercana a %.

Otra forma de asignar una probabilidad es intentando cuanti-
ficar nuestra confianza en que cierto evento ocurrird, es decir, nuestra
apreciacién subjetiva de la probabilidad de algin evento. De este modo,
se puede dar sentido a oraciones como “La probabilidad de que los se-
nadores voten a favor de cierta ley es 75%”. La votacién ocurre una sola
vez. No es posible repetir la votacién un gran nimero de veces y calcular
la frecuencia de votaciones positivas. Sin embargo, con la informacién
de la que disponemos, es posible hacer ciertas predicciones y asignar una
probabilidad razonable a este evento. Si nuestra intuicién nos lleva a una
prediccién equivocada, podemos actualizar nuestra apreciacién subjetiva
integrando esta nueva informacién.
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Porcentajes: en probabilidad, es comun expresar cantidades en por-
centajes. Decir que tenemos una probabilidad igual a 63% de ganar
un cierto juego significa que, si jugamos 100 veces bajo las mismas
condiciones, esperamos ganar alrededor de 63 veces; 63% es lo mismo
que la fraccién 63/100. Ya hablaremos de fracciones con mds detalles

en la ultima seccién de este capitulo.

JUEGOS DE AZAR Y PROBABILIDADES: EL NACIMIENTO DE UNA NUEVA
CIENCIA

La teoria de probabilidades nacié de algo tan mundano como in-
tentar entender los juegos de azar. Su desarrollo cientifico, sin embargo,
estimulé un sinfin de creaciones matemadticas que la convirtié en una
disciplina poderosa que, a su vez, forma el elemento medular de variadas
aplicaciones, desde la fisica y la biologia hasta las finanzas.

El origen de los juegos de azar es antiquisimo. El primero de es-
tos juegos del cual se tiene evidencia sélida es un juego de mesa jugado
en Egipto el afio 3500 antes de Cristo. El juego, conocido como “perros
y chacales”, consiste en un tablero por donde los jugadores tienen que
hacer transitar unas piezas —los perros y los chacales— cuyos movi-
mientos se determinan al tirar una forma primitiva de dados. Se sabe
que los juegos de azar habian llegado a Grecia en 300 antes de Cristo
y que en la Roma antigua ya eran tan comunes que se elaboraron leyes
para restringir las apuestas.

Todos estos juegos contaban con un artefacto especifico para in-
corporar el azar: el dado. Originalmente, el dado se construia con el
hueso de un animal —usualmente, el astrigalo, un hueso del tobillo—
cuyas caras se marcaban para diferenciarse. Se sabe de dados tempranos
que contaban con cuatro o tan solo dos caras. Con el pasar del tiempo, el
dado fue adquiriendo su forma actual. Es interesante notar que el dado y
otros artefactos aleatorios también fueron utilizados como herramientas
de adivinacién.
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E11 Ching es un antiguo libro de adivinacién chino conocido también
como el Libro de los Cambios. Consiste en 64 hexagramas, figuras
formadas por seis lineas horizontales continuas o divididas por la mi-
tad. Cada hexagrama es acompafiado de un comentario que se usa en
la adivinacién. El procedimiento se inicia generando un hexagrama
aleatoriamente utilizando varillas, monedas o dados. El hexagrama
resultante es entonces analizado por el ordculo basado en el comenta-

rio que lo acompaﬁa.

Durante mucho tiempo, los jugadores solo podian valerse de su intui-
cién y experiencia, y no contaban con métodos sélidos para optimizar
sus probabilidades de éxito. El concepto de probabilidad como lo en-
tendemos hoy en dia demor6 siglos en llegar a los diccionarios. En la
Grecia antigua, el término probable se referia a “aquello que es admitido
por todos los hombres o la mayoria o los sabios; todos ellos, la mayoria
o los mis ilustres”. La nocién de probabilidad que tenemos hoy en dia
y su relacién con lo incierto parece haberse asentado durante le Edad
Media y el Renacimiento.

El primer estudio moderno de las probabilidades del que se sabe
hoy en dia es un tratado de Girolamo Cardano (1501-1576), escrito
alrededor de 1563 y publicado de forma péstuma en 1663. En este tra-
bajo, Cardano estudia juegos de uno, dos y tres dados e introduce la idea
de lo equiprobable, es decir, que todas las posibilidades tienen la misma
chance de ocurrir. El famoso Galileo (1564-1642) también escribié un
pequefio tratado sobre los juegos de dados.

Sin embargo, los verdaderos origenes de la teoria de probabilidad
se encuentran en las inquietudes de Antoine Gombaud (1607-1684),
conocido como el Chevalier de Méré, escritor y gran aficionado a los
juegos de azar. De Méré se interes6 en dos problemas. El primero, co-
nocido como el problema de los puntos, consiste en determinar cémo se
debe repartir el pozo de un juego que ha sido interrumpido tras algunas
jugadas. El segundo consistia en calcular la probabilidad de ganar en
cierto juego de dados. Analizaremos ambos problemas en detalle en los
capitulos 2 y 4. El problema de los puntos debe probablemente tener un
origen anterior a la formulacién de De Méré.
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En su afin por resolver estos problemas, De Méré contacté al
matemadtico Blaise Pascal, quien inicié una extensa correspondencia con
su colega Pierre de Fermat. Los matemadticos dieron con una solucién
a ambos problemas en 1654, dando inicio a un estudio sistematico del
cilculo de probabilidades. Estas ideas fueron posteriormente recogidas
por Huygens, que publica en 1655 el primer tratado sobre la naciente
teoria de probabilidades.

Muchas ideas modernas de esta teoria surgieron durante el siglo
XVIII de la mano de los matematicos Abraham de Moivre, Jacques,
Nicolas y Daniel Bernoulli, Euler, Laplace, Lagrange y Fourier, entre
otros. Algunos de los teoremas centrales de las probabilidades —como
la ley de los nimeros grandes y el teorema central del limite— fueron
descubiertos de alguna forma elemental durante esta época. Los siglos
siguientes también dieron luz a progresos fundamentales.

Como todas las teorias matemadticas, la teoria de probabilida-
des se formula en base a axiomas, un conjunto pequefio de conceptos
fundamentales sobre los cuales se construyen todos los razonamientos
posteriores. En probabilidades, esta formulacién fue dada por el mate-
mitico Andrei Kolmogorov (1903-1987) en el afio 1933 y, a pesar de ser
extraordinariamente sencilla, sent6 las bases conceptuales de esta teoria.

Ninguna historia de la probabilidad, por muy breve que sea, es
completa si no se menciona un objeto central de esta disciplina: el mo-
vimiento browniano. En 1828, el botanista Robert Brown observé que
pequenas particulas de polen suspendidas en un liquido oscilan de ma-
nera incoherente e impredecible. Brown realizé una serie de experimen-
tos con distintos materiales pulverizados, observando siempre el mismo
tenémeno. Llegé a la conclusién de que las particulas que constituyen la
materia describen, sin excepcién, un rdpido movimiento oscilatorio. El
fenémeno llama rapidamente la atencién de los fisicos, quienes realizan
experimentos mds precisos. En 1905, el fisico Albert Einstein establece
una primera teoria del movimiento browniano que fue verificada pocos
anos después con los experimentos de Perrin. En esta época, atin se
discutia la naturaleza atémica de la materia. La teoria de Einstein y los
experimentos de Perrin pusieron un punto final a esta discusién, conclu-
yendo que toda la materia estd formada de diminutas particulas que os-
cilan “brownianamente”. Ambos cientificos recibieron el Premio Nobel.

El movimiento browniano fue descubierto de manera indepen-
diente y completamente inesperada en un dmbito tan distinto como los
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mercados financieros. En 1900, el matematico Louis Bachelier publica
una tesis sobre las fluctuaciones de los precios de las acciones en la bolsa
de comercio. Nuevamente, estas oscilaciones azarosas se pueden descri-
bir con el movimiento browniano.

La teoria de probabilidades es un campo de investigacién inten-
samente activo. Las investigaciones tedricas y aplicadas del movimiento
browniano y de los otros objetos centrales de la probabilidad florecie-
ron en la segunda mitad del siglo XX y siguen siendo el objeto de un
sinnimero de publicaciones cientificas. La teoria de probabilidades es
una de las dreas mds vivas de las matematicas y, como toda disciplina
cientifica, congrega una comunidad diversa de investigadores de todos
los horizontes. Numerosas revistas cientificas solo publican articulos de
probabilidades y, cada dia, nacen nuevas ideas que fusionan la probabili-
dad con otras dreas de la matemdtica y de la ciencia en general.

Todas las disciplinas tienen premios que coronan a sus mejores
exponentes. Existen medallas olimpicas, premios Nobel, Oscar y Gram-
my. Las matemadticas no son la excepcién. Si bien no hay un Premio
Nobel de matemiticas, existen dos galardones iguales de importantes:
el Premio Abel y la Medalla Fields. El segundo tiene la caracteristica
de ser entregado solamente a matematicos de menos de 40 afios. Mds
aun, se entrega solamente cada cuatro afios. El matematico Wendelin
Werner fue el primer probabilista en recibir la Medalla Fields en 2006.
Lo siguieron Stanislav Smirnov en 2010 y Martin Hairer en 2014. El
matemitico indio Srinivasa Varadhan fue el primer probabilista en reci-
bir el Premio Abel en 2007.

Se atribuye a Isaac Newton la frase “Si he logrado ver mis lejos,
ha sido porque he subido a hombros de gigantes”. Esto es cierto para
todos los cientificos. Si logramos descubrir ideas nuevas es porque nos
hemos alimentado de las ideas de los “gigantes” que nos han precedido
y de los “gigantes” contemporaneos a nosotros. Asi, el saber matemitico
se transmite de generacion en generacion, del profesor al alumno y, en
especial, del director de tesis a su estudiante de doctorado. Existe una
genealogia de las matemdticas que traza nuestro origen, vinculando a
cada matemitico con su director de tesis, partiendo de hoy y retroce-
diendo hasta la Edad Media. Como muchos matematicos actuales, los
origenes del autor de este libro remontan a los héroes de la probabilidad
del siglo XVIII citados anteriormente. El ilustre Srinivasa Varadhan es
incluso un descendiente de Newton.
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Matematicos franceses del siglo XVIII: Francia ha sido por siglos la
cuna de una de las tradiciones matemdticas mds fructiferas de nuestra
era. Las bases de la probabilidad como disciplina matematica nacie-
ron de los trabajos de grandes matematicos franceses del siglo XVI-
II, como Abraham de Moivre (1667-1754), Joseph Louis Lagrange
(1736-1813), Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) y Joseph Fourier
(1768-1830).

¢PARA QUE SIRVEN LAS PROBABILIDADES?

Las probabilidades nos dan a lo mas una nocién de verosimilitud.
No nos entregan certeza, a menos que cierta probabilidad sea igual a 0 o
a 1, casos en los que, con certeza, podemos asegurar que algo no ocurrird
u ocurrird respectivamente.

Si hay una probabilidad de 50% de 1luvia, no podemos asegurar
que llovera. Sin embargo, este prondstico no es auspiciador para planifi-
car un picnic al aire libre o un paseo por un parque. Si bien no tenemos
certezas, nuestra decisién se verd afectada por este tipo de informacién
y lo mds prudente seria elegir un dia diferente para nuestra actividad.
Una probabilidad de 5% de lluvia quizds no afecte nuestra planifica-
cién, puesto que indica una bajisima chance de precipitaciones. El caso
opuesto, 95% de probabilidad de lluvia, representa casi una certeza y lo
mds conveniente serd salir con paraguas.

La probabilidad es un tipo de informacién que puede ser consi-
derada a la hora de tomar una decisién. Saber que algo puede ocurrir nos
invita a tomar medidas para anticipar dicho evento aunque no tengamos
que recurrir a ellas.

En algunos campos, como ya lo vimos, la incertidumbre es in-
herente. Los operadores de la bolsa de comercio tienen que tomar de-
cisiones en base a probabilidades, puesto que no tienen certezas sobre
el valor futuro de los productos transados. Las compaiiias de seguros
basan su quehacer en nuestro deseo de prevenir hechos negativos como
enfermedades, robos, accidentes o incendios. El valor de las pélizas de
seguros tiene directa relacién con la probabilidad del siniestro al cual
estin asociadas. En ambos casos, las pérdidas son inevitables. A veces, el
precio de una accién baja y, a veces, el cliente cobra un seguro. Lo im-
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portante en estas situaciones es que, globalmente, los vaivenes del azar
no provoquen pérdidas. La meta es que, en promedio, las transacciones
bursitiles o la venta de seguros generen ganancias. Los modelos mate-
maticos utilizados en ambos contextos incluyen la probabilidad como
un elemento esencial.

ALGUNAS CONSIDERACIONES MATEMATICAS

En este libro, introduciremos los conceptos matematicos inheren-
tes a la teorfa de probabilidad y los utilizaremos con vehemencia. Estos
conceptos pueden dar lugar a una discusién matemdtica profunda que
apela a las técnicas mds avanzadas de la disciplina; recordemos que la
probabilidad es un 4rea de investigacién activa que tiene un sitio de ho-
nor en la matemadtica contemporanea. Sin embargo, recurriremos solo a
la aritmética elemental en nuestros clculos, con la excepcion notable del
capitulo 12, que resultard probablemente més desafiante. El lector fami-
liarizado con fracciones y porcentajes puede omitir los siguientes parrafos.

Hemos indicado que la probabilidad de un evento es un nimero
entre 0 y 1; por lo tanto, la probabilidad no es un nimero entero, salvo
en los casos extremos en los que este valor es exactamente 0 o 1. Los
nimeros entre 0y 1 se expresan mediante su expansion decimal, es decir,
un 0 y una coma, seguidos de una sucesién de nimeros enteros. Por
ejemplo, 0,24 es un nimero entre 0 y 1. En el caso del nimero 0, no
es necesario agregar la coma y los digitos que siguen, puesto que todos
ellos son iguales a 0. Es decir, 0 = 0,0 = 0,00 = 0,000 y asi. El nimero 1
se expresa simplemente como 1, aunque el lector recordard la misteriosa
identidad 1 = 0,9999... donde el 0 y la coma son sucedidos por infinitos
9. Recordemos también que agregar ceros a la derecha no altera el valor
de una expansién decimal; por ejemplo, 0,5 = 0,50 = 0,500. En general,
todos los nimeros, sin importar su tamafo, tienen una expansién deci-
mal. Asi, 34,68 es un nimero entre 34 y 35. Usaremos la coma para se-
parar la parte entera de un nimero del resto de su expansién decimal. Es
muy comun sustituir la coma por un punto, sobre todo en los computa-
dores y en las famosas calculadoras, cada vez mds en desuso (excepto por
la calculadora del celular, siempre tan atil a la hora de dividir una cuenta
en un restaurant). Reservaremos el uso del punto para denotar nimeros
grandes, agrupando sus digitos de tres en tres, por ejemplo, escribiendo
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2.302.840 en lugar de 2302840. Esto facilita la lectura de los nimeros a
veces gigantescos que aparecerdn en nuestros calculos.

En la gran mayoria de los ejemplos de este libro, los resultados
serdn dados por el cociente de dos nimeros enteros, esto es, una fraccion.
A pesar de que las fracciones son la pesadilla de muchos estudiantes, su
uso es bastante sencillo si recordamos algunas leyes elementales (ver el
recuadro mds adelante). Algunas expansiones decimales se pueden escri-
bir ficilmente como una fraccién. Por ejemplo, 0,5 = ¥2 0 0,25 = ¥%; estos
valores aparecern frecuentemente en nuestros calculos. Algunas fraccio-
nes resultan en expansiones decimales largas —a veces infinitas—, pero
nos restringiremos a escribir dos decimales. Cada vez que recurramos a
estas “truncaciones”, usaremos el simbolo = para indicar que se trata de
una aproximacién. Por ejemplo, nos encontraremos frecuentemente con
los valores ¥5 = 0,33 y 1/6 = 0,17. Estas fracciones tienen una expansion
decimal infinita, por lo que solo las aproximaremos. Recordemos tam-
bién que algunos nimeros no son fracciones, como 1 = 3,14.

Las fracciones tienen numerador y denominador: el nimero de
arriba y el de abajo. Las fracciones cuyo denominador es 100 tienen una
expansién decimal muy sencilla. Por ejemplo, 37/100 = 0,37. También,
0,25 = 25/100 y, recordando que los ceros a la derecha no alteran el va-
lor del nimero, 0,5 = 0,50 = 50/100. Notemos que ya habiamos escrito
estos valores como fracciones distintas: % y % respectivamente. Esto
agrega desgraciadamente una capa de dificultad adicional: las fracciones
se pueden expresar de mds de una manera. Sin embargo, no serd un pro-
blema mayor en nuestros cilculos. Recordemos otro hecho importante:
cuando el numerador y el denominador son iguales, el resultado es sim-
plemente igual a 1. Por ejemplo, 2/2 = 1y 4/4=1.

Las fracciones cuyo denominador es 100 tienen una representa-
cién natural como porcentajes. Volviendo al ejemplo de mas arriba, 0,37
= 37%. Esto nos da tres representaciones posibles de un nimero: como
expansion decimal, como fraccién y como porcentaje. Por sobre todo, te-
nemos que recordar las dos identidades siguientes: %2 = 0,5 = 50% y % =
0,25 = 25%. Ambas aparecerdn frecuentemente. También serd necesario
recordar que 0% = 0y 100% = 1.

Finalmente, anticipamos que la probabilidad de un evento pue-
de ser extremadamente pequefia. Nuestro método de redondear a dos
decimales no nos permitird entonces discernir entre 0,5412 y 0,5447, 0
entre 0y 0,0004. En los casos excepcionales en los que esta distincion es
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necesaria, usaremos porcentajes con dos decimales. Por ejemplo, 0,5412
= 54,12%, 0,5447 = 54,47% y 0,0004 = 0,04%. A través de estos ejem-
plos, el lector podra darse cuenta de que estas conversiones son bastante
sencillas. Estas tltimas consideraciones solo se usardn en el capitulo 12,
cuya complejidad matemadtica es un poco mayor.

Existen varios sitios web gratuitos que permiten realizar calculos
en algunos segundos. Se recomienda al lector utilizar el sitio wolframal-
pha.com, en especial para los cdlculos que involucran nimeros extrema-
damente grandes o extremadamente pequefios.

Suma y producto de fracciones: en los ejemplos de este libro serd
a menudo necesario operar con fracciones. El producto de fraccio-
nes es sencillo. Basta con multiplicar los numeradores entre si y los
denominadores entre si. Por ejemplo, 3/5 x 2/6 = 6/30. La suma de
fracciones es un poco mas complicada. Cuando dos fracciones tienen
el mismo denominador, basta con sumar los numeradores: 2/7 + 3/7
=5/7. Cuando los denominadores son distintos, la situacién se vuelve
mds compleja: tenemos que escribir las fracciones con el mismo deno-
minador. Afortunadamente, hay pocos casos en los que esto serd nece-
sario en este libro. En particular, nos encontraremos con el cdlculo % +
Y5 = %. Esto se obtiene notando que %2 = 2/4. Por lo tanto, % + Y2 = Y +
2/4 = %. Las fracciones también se pueden simplificar dividiendo nu-

merador y denominador por un mismo nimero. Por ejemplo, 3/6 = .

NUESTRO PASEO POR EL AZAR

La organizacién de este libro es mds o menos asi:

Iniciamos nuestra discusién en el capitulo 2 con el ejemplo mas
sencillo de todos: el juego de cara o sello. Esto nos permitird introducir
ideas complejas de forma elemental.

El capitulo 3 contiene las nociones medulares de la teoria de pro-
babilidades. En él se definen los principales conceptos que se usarin
en el resto del libro. El capitulo 4 contiene aplicaciones de estas ideas.
Entre otras cosas, se contestan las preguntas del Chevalier de Méré.

El capitulo 5 desarrolla la idea de distribucién de probabilidad
insinuada en el capitulo 3.
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Los capitulos 6 y 7 nos presentan una serie de paradojas intrigan-
tes en torno al concepto de probabilidad condicional.

El capitulo 8 termina nuestra presentacién de los elementos teé-
ricos de probabilidades al discutir las variables aleatorias y su promedio.

El capitulo 9 es un sobrevuelo de la teoria de los procesos esto-
casticos, los objetos probabilisticos que describen el movimiento, con
un énfasis en su historia y aplicaciones. El capitulo 10 describe algunas
aplicaciones de estas ideas al funcionamiento de los motores de busque-
da y de las redes sociales. El capitulo 11 discute la historia del proceso
estocdstico mas famoso de la teoria: el movimiento browniano.

El capitulo 12 nos entrega herramientas matemadticas mds avan-
zadas para el cdlculo de probabilidades. Es sin duda el capitulo mds
complejo desde el punto de vista matemdtico y se puede omitir sin per-
juicio de la comprensién del resto del libro.

Finalmente, el capitulo 13 discute algunos juegos probabilisticos
cuyas soluciones estin fuera del alcance de las técnicas desarrolladas en
los capitulos anteriores. Sin embargo, el planteamiento de los problemas
es accesible y la discusién de las soluciones es motivo para introducir
algunas ideas nuevas. El dltimo problema es elemental y se deja como
un desafio para el lector.
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{CARA O SELLO?

ProsaBILIDAD V2

El juego de cara o sello es sin duda el mas simple y mas popular
juego de azar. Cuando queremos echar alguna decisién a la suerte, po-
demos tirar una moneda y tomar dicha decisién basados en el resultado:
si sale cara, hago tal cosa y, si sale sello, no lo hago. También el cara o
sello es el instrumento oficial para decidir cudl de los dos equipos inicia
un partido de fatbol.

Bésicamente, tiramos una moneda cuando estamos indecisos y
cuando escoger una u otra alternativa es mds o menos irrelevante. Tirar
una moneda nos asegura que ambas alternativas tienen la misma chance
de ser escogidas: ambas serdn escogidas con probabilidad ¥5.

Sin embargo, esto no significa que, si tiramos una moneda una
cierta cantidad de veces, exactamente la mitad de las veces mostrard
cara y la otra mitad, sello. Si lanzamos una moneda cinco veces, puede
perfectamente salir cara cuatro veces y sello una sola vez. Sin embargo,
si la lanzamos 100 veces, lo més probable es que la cantidad de caras y
de sellos sea cercana a 50; algo asi como 47 y 53 o0 51 y 49. Es decir, la
frecuencia de caras y de sellos es muy cercana a %2 cuando repetimos el
juego una gran cantidad de veces. Esto refleja el hecho de que la proba-
bilidad de cara y de sello son ambas iguales a %.

Una nota de advertencia: existen maquinas que lanzan monedas
de modo de obtener exactamente el resultado deseado. Algunos magos
entrenados pueden lograr lo mismo controlando precisamente la fuerza
con la que arrojan la moneda. Sin embargo, lanzando la moneda enér-
gicamente al aire, el resultado es, para todos los efectos, completamente
aleatorio.
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JuEGos REPETIDOS

Si tiramos una moneda, pueden ocurrir dos posibilidades: cara o
sello, ambas con probabilidad ¥2. Si tiramos dos monedas, las posibili-
dades aumentan: cara-cara, cara-sello, sello-cara y sello-sello. Todas es-
tas posibilidades debieran ocurrir con la misma probabilidad y, como la
suma total de las probabilidades es igual a 1, esta probabilidad debe ser %.

Esto nos permite calcular probabilidades mds complicadas. Al
tirar dos monedas, ;cudl es la probabilidad de que ambas muestren el
mismo resultado? Solo tenemos que contar las posibilidades favorables:
cara-cara y sello-sello. Luego, la probabilidad buscada es la probabilidad
de que ocurra doble cara o doble sello, o sea, la suma de ambas probabi-
lidades: % + Y% = %5.

Ahora, con tres monedas. La siguiente tabla muestra las distintas

posibilidades:
Primera moneda Segunda moneda Tercera moneda
Cara Cara Cara
Cara Cara Sello
Cara Sello Cara
Cara Sello Sello
Sello Cara Cara
Sello Cara Sello
Sello Sello Cara
Sello Sello Sello

Esta vez, hay ocho posibilidades. Todas ellas debieran tener la misma
probabilidad. Como estas probabilidades tienen que sumar 1, todas ellas
deben ser iguales a % = 0,12.

¢Cual es la probabilidad de que las tres monedas muestren el mis-
mo resultado? Hay dos posibilidades favorables: la primera y la tltima.
La probabilidad buscada es, por lo tanto, %8 + % = 2/8 = %4 = 0,25.

¢Cuadl es la probabilidad de obtener exactamente dos caras? Las
posibilidades favorables son la segunda, tercera y quinta. Luego, la pro-
babilidad buscada es % + %8 + % = 38 = 0,37.

Otra forma de calcular probabilidad, como lo veremos mds ade-
lante, consiste en calcular el cociente entre las posibilidades favorables y
las posibilidades totales. En el dltimo cdlculo, hay 3 posibilidades favo-
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rables y 8 posibilidades totales. Por lo tanto, la probabilidad buscada es
%, tal como ya sabjamos.

Cuando aumentamos la cantidad de monedas, aumenta dramati-
camente la cantidad de posibilidades y los cdlculos se vuelven cada vez
mis complicados. Sin embargo, observamos un patrén sencillo: para una
moneda, hay dos posibilidades; para dos monedas, cuatro posibilidades
y, para tres monedas, ocho posibilidades. ;Qué podemos inferir para
cuatro o mds monedas?

Nos encontramos con el caracter multiplicativo del conteo de
posibilidades. Para cada moneda que lancemos, hay dos posibilidades.
Luego, si tiramos varias monedas, el nimero total de posibilidades serd
una potencia de 2, es decir, 2 multiplicado consigo mismo un cierto ni-
mero de veces. Para una moneda, obtenemos 2! = 2 posibilidades. Para
dos monedas, las posibilidades suben a 2 x 2 = 22= 4, esto es, 2 multipli-
cado consigo mismo dos veces, también conocido como 2 al cuadrado.
Para tres monedas, 2 x 2 x 2 = 2* = 8 posibilidades, o sea, 2 al cubo. Para
cuatro monedas, el nimero total de posibilidades debe ser, por lo tanto,
iguala2 x 2 x 2 x2=2%=16 - esto es, 2 a la potencia 4 o 2 elevado a 4.

Y asi sucesivamente.

Potencias de 2 y computadores: las sucesivas potencias de 2 del 1
al 10 son 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 y 1.024. El lector proba-
blemente reconocera estos nimeros, especialmente los mas grandes,
como cantidades frecuentes en computacién. Esto se debe a que los
computadores estin basados en un sistema binario. A nivel elemental,
la informacién se codifica como secuencias de ceros y unos. Un bit —
el acrénimo de dinary digit— puede almacenar el valor 0 o 1. Un byte
corresponde a 8 bits, mientras que un kibibite —1 KiB— consta de
1.024 bytes. El kibibite no debe confundirse con el kilobyte = 1.000
bytes, aunque sean nimeros muy similares. Esta distincién ha sido

fuente de confusiones.

Esta “multiplicatividad” se traduce en un cardcter multiplicativo de las
probabilidades. Antes de entrar en detalles, vamos a introducir una no-
tacién muy util. Vamos a representar las caras por C y los sellos por S.
Asi, la secuencia CSSC corresponde a cuatro tiradas consecutivas de
una moneda cuyo resultado fue cara, sello, sello y cara.
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¢Cuadl es la probabilidad de obtener la secuencia CSSC al tirar
cuatro veces una moneda? Basado en nuestro argumento anterior, hay 2*
= 16 posibilidades que tienen cada una la misma probabilidad de ocurrir.
Luego, la probabilidad de obtener esta secuencia es igual a 1/16 = 0,06.

Pensemos puramente en términos de probabilidades. La probabi-
lidad de obtener C en la primera tirada es 2. La probabilidad de obtener
S en la segunda es también %, y asi con la tercera y la cuarta tirada. Si
multiplicamos estas probabilidades, obtenemos %2 x %2 x ¥2 x % = 1/16,
el mismo resultado anterior. Las probabilidades se multiplican.

Esta multiplicatividad de las probabilidades no es un hecho gene-
ral. Proviene en este caso de la independencia de las sucesivas tiradas de
la moneda, es decir, el resultado de la primera tirada no tiene incidencia
sobre el resultado de las siguientes, y viceversa. Volveremos a discutir la
independencia en el préximo capitulo.

SEcUENCIAS ALEATORIAS, ADN Y LA FALACIA DEL JUGADOR

No es ficil fingir una secuencia aleatoria de caras y sellos. Considere las
dos secuencias siguientes:

1.- CCCCSCCSCSSSSSSCSSCSSSSSCS
2.- CSSCSCSCCSCCSSSCCSCCCSCSS

Una de ellas es aleatoria y la otra, inventada. Cuando intentamos emular
una secuencia aleatoria, tenemos tendencia a balancear las C y las S. Pen-
samos que repeticiones de C se deben compensar con repeticiones de S
o que no puede haber una acumulacién de resultados de uno de los dos
tipos. Esto es falso. En una secuencia larga, aparecerdn repeticiones lar-
gas de C y de S. Después de todo, las secuencias CCCCCC y CSCSCS
tienen la misma probabilidad de aparecer. Es mds, en una secuencia in-
finita de cara o sello, cualquier patrén se repetird infinitas veces y habra
sucesiones de C y de S de largo arbitrariamente grande. ;Puede el lector
adivinar cudl es la secuencia aleatoria en el ejemplo anterior?

Esto tiene que ver con la infame falacia del jugador. Pensar que
una larga secuencia de C debe compensarse pronto con la aparicién de
una S equivale a decir que las jugadas pasadas afectan las jugadas futuras,
argumento que viola la nocién de independencia. Muchos apostadores
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perdieron una cantidad considerable de dinero en un juego de ruleta el
18 de agosto de 1913 en el casino de Montecarlo. En la ruleta, se puede
apostar al color, rojo o negro, los cuales aparecen con probabilidad %
cada uno. Esa noche, la ruleta marcé el color negro 26 veces seguidas.
Después de numerosas apariciones del color negro, muchos jugadores
apostaron repetidamente al color rojo, perdiendo una gran cantidad de
dinero en el proceso. En la jugada nimero 27, la aguja de la ruleta apun-
t6, por fin, al color rojo.

La martingala es una estrategia de apuesta en desuso que consiste,
tras cada pérdida, en apostar el doble de lo perdido.

Consideremos el caso de un jugador de cara o sello. El jugador
apuesta inicialmente un doblén. Si gana, se lleva un premio de un
doblén. Si pierde, apuesta dos doblones en la siguiente jugada. Si gana
esta vez, gana dos doblones, compensa su pérdida inicial y se queda, de
hecho, con un beneficio neto de un doblén. Por el contrario, si pierde,
vuelve a apostar cuatro doblones y asi sucesivamente. Se puede verifi-
car que, de este modo, la primera vez que gana, recupera lo perdido y
un doblén adicional. A primera vista, pareciera que esta estrategia lle-
va a una ganancia segura. El problema es que este esquema de apuesta
es extremadamente caro y lleva rapidamente a la bancarrota.

El origen del nombre martingala se debe al gentilicio de los ha-
bitantes de Martigues, una regién aislada de Francia, conocidos por
su ingenuidad. Asi, jugar & la martingala se referia a jugar de manera
completamente absurda.

Hoy en dia, el término martingala se aplica a una familia de obje-
tos centrales de la teoria de probabilidades que guardan poca relacién

con la estrategia de apuestas.

Estimar el largo de la mayor secuencia de caras o de sellos en una cierta
cantidad de jugadas es un problema cldsico de probabilidades. Se sabe
que, en promedio, es aproximadamente igual al logaritmo del nimero
total de jugadas dividido por el logaritmo de 2. Asi, en 1.000.000 de ju-
gadas, es esperable ver una secuencia de unas 20 caras o 20 sellos sucesi-
vos. En 1.000.000.000 de jugadas, este nimero aumenta a 30, mientras

que, en 1.000 jugadas, es del orden de 10.
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El problema de las “secuencias largas” tiene aplicacién en el estu-
dio de secuencias de ADN. Al comparar dos secuencias de ADN, im-
porta determinar el largo de los segmentos en los que coinciden. Mate-
midticamente, este problema es una generalizacion del caso considerado
en el parrafo anterior.

RESOLVIENDO EL PROBLEMA DE LOS PUNTOS

Recordemos el problema de los puntos planteado por el Caballero
de Méré en el siglo XVII. Dos personas, A y B, juegan al cara o sello
y contabilizan la cantidad de caras y de sellos en tiradas sucesivas. Si
salen primero tres caras (no necesariamente contiguas), gana A; si salen
primero tres sellos, gana B. El juego se detiene cuando ocurre alguna de
estas dos posibilidades. Por ejemplo, si la sucesién de caras y sellos es
cara-cara-sello-sello-cara, gana A; pero si la sucesion es cara-sello-ca-
ra-sello-sello, gana B. Ambos apuestan la misma cantidad de dinero. E1
ganador se lleva el total.

¢Cuinto puede durar el juego? No mucho, la verdad. Después de
cinco tiradas, al menos una de las dos caras de la moneda debe haber
aparecido al menos tres veces. Podemos convencernos de este hecho
listando todas las posibilidades: cinco caras; cuatro caras y un sello; tres
caras y dos sellos; dos caras y tres sellos; una cara y cuatro sellos; cinco
sellos. En los tres primeros casos, hay al menos tres caras, mientras que,
en los tres ultimos casos, hay al menos tres sellos. Observamos también
que ocurre lo uno o lo otro: si hay al menos tres caras, hay a lo mds dos
sellos y viceversa. La cuenta anterior nos permite también concluir que
la probabilidad de que gane cualquiera de los dos jugadores es Y. Es
decir, el juego es justo.
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Reduccién al absurdo: podemos también llegar a esta conclusién por
un cldsico argumento por contradiccién o “reduccién al absurdo”. Su-
pongamos que ninguna de las dos posibilidades, cara y sello, ocurrié
miés de dos veces en cinco jugadas. Luego, hay a lo mas dos tiradas
con resultado cara y a lo mds dos tiradas con resultado sello. Sumando,
vemos que hay a lo mds 2 + 2 = 4 tiradas en total. Como sabemos que
el numero total de tiradas es 5, esto es una contradiccién. En otras
palabras, la conclusién es “absurda”. Por lo tanto, alguna de nuestras
premisas debe ser falsa. La dnica suposicién dudosa que hicimos fue
que ninguna de las dos posibilidades ocurre mds de dos veces. Esto
debe, por lo tanto, ser falso. Conclusién: alguna de las dos posibilida-

des ocurre al menos tres veces en cinco tiradas.

Supongamos ahora que, por alguna razén misteriosa, el juego se detiene
a la primera jugada. ;Cémo dividimos el pozo? Si sale cara, A lleva cier-
tamente la delantera. ;Tiene que llevarse A la totalidad del pozo? ;Claro
que no! Las siguientes tres jugadas podrian perfectamente arrojar tres se-
llos y, por lo tanto, ganaria B. De hecho, hay varias otras posibilidades en
las que gana B. B tiene que llevarse una parte del pozo, aunque sea menor.

Una posibilidad més elaborada consiste en dividir el poso de
acuerdo con la proporcién de caras y sellos obtenida hasta la interrup-
cién del juego. De este modo, si el juego se detiene a la segunda jugada
y las tiradas sucesivas dieron cara y sello, el pozo se divide por la mitad.
Esto parece justo. Sin embargo, si salieron dos caras, la proporcién de
cara es 1y la proporcién de sellos es 0. Por lo tanto, segtin esta politica,
A se lleva todo el pozo. Sin embargo, B ain tiene chances de ganar,
aunque sean muy pequefias.

La solucién propuesta por Pascal es mucho mis justa: el pozo
debe dividirse de acuerdo con las probabilidades de ganar de cada juga-
dor. Demos algunos ejemplos:

Si el juego se interrumpe después de dos jugadas y el resultado fue
una cara y un sello, es claro que nadie lleva la delantera. Aun sin contar
posibilidades, no hay ninguna duda de que ambos jugadores tienen una
probabilidad % de ganar. El pozo debe, por lo tanto, dividirse por la mitad.

Ahora, si el juego se interrumpe después de dos jugadas y el resul-
tado fue dos caras, la tnica posibilidad de que gane B es que salgan tres
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sellos en las siguientes tres jugadas. Como calculamos anteriormente,
este evento tiene probabilidad %. B debe, por lo tanto, llevarse un octavo
del pozo y A, siete octavos.

Estudiemos ahora una situacién mas elaborada. Supongamos que
el juego se detiene a la tercera jugada y que el marcador indica dos caras
a favor de A y tan solo un sello a favor de B. ;:Cémo debe repartirse
el pozo? En otras palabras, ¢cudl es la probabilidad de que gane cada
jugador? La tunica posibilidad para que gane B es que las dos tiradas
siguientes arrojen sello. Como ya sabemos, esto ocurre con probabilidad
Y. Por lo tanto, B se lleva un cuarto del pozo, mientras que A se lleva los
tres cuartos restantes.

LA LEY DE LOS NUMEROS GRANDES

Si lanzamos una moneda al aire, las probabilidades de obtener
cara y sello son ambas iguales a %. Sin embargo, esto de ninguna manera
significa que, cuando arrojamos una moneda repetidas veces, obtenemos
cara exactamente la mitad de las veces y sello la otra mitad. De hecho,
si lanzamos una moneda una cantidad impar de veces, esta situacién es
imposible. Intentemos convencernos de que esto es falso aun si lanza-
mos la moneda una cantidad par de veces.

Paradéjicamente, si lanzamos la moneda solo dos veces, jesto re-
sulta ser cierto! Calculemos la probabilidad de obtener una cara y un
sello al lanzar dos monedas. Las posibilidades favorables son cara-sello
y sello-cara. Ya sabemos que ambas tienen una probabilidad igual a %
de ocurrir y, por lo tanto, la probabilidad de obtener una cara y un sello
en dos tiradas es % + % = .

Estudiemos entonces lo que ocurre con cuatro tiradas; siendo 3
un nimero impar, este caso no es relevante. Sabemos que hay 16 posi-
bilidades en total. Las posibilidades que arrojan exactamente dos caras y
dos sellos son seis: CCSS, CSCS, CSSC, SSCC, SCSC, SCCS. Como
hay 16 posibilidades distintas para el resultado de cuatro monedas, cada
una de las seis configuraciones anteriores tiene una probabilidad igual a
1/16 de ocurrir. Sumando estas probabilidades, vemos que la probabi-
lidad de obtener exactamente dos caras y dos sellos en cuatro tiradas es
6/16 = 0,37, una cantidad menor a %; de hecho, %2 = 8/16.

Lo que ocurre realmente es que la proporcién de caras se acerca
a % cuando tiramos la moneda una cantidad muy grande de veces, y lo
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mismo para la proporcién de sellos. Esta es la ley de los niimeros grandes.
Esta importante ley de la teoria de probabilidades asegura lo siguiente:
si, en un experimento, un evento tiene una probabilidad igual a p de
ocurrir, entonces, al repetir el experimento una gran cantidad de veces,
la proporcién de veces en que el evento ocurrié es muy cercana a p. Esta
proporcién quizds no sea nunca igual a p, pero se volverd muy cercana.
Podemos preguntarnos qué significa realmente que la probabilidad
de cara sea igual a %2. Es un supuesto bastante razonable y expresa nuestra
expectativa de que la moneda es fisicamente balanceada. Si al lanzar la
moneda una gran cantidad de veces vemos que la proporcién de caras
es mucho menor, tendremos que actualizar nuestro supuesto. ¢Sera esto
posible? Conversaremos de monedas y dados “alterados” en el capitulo 3.

Laley de los nimeros grandes y la falacia del jugador: pareciera que
la ley de los nimeros grandes argumenta a favor de la falacia del ju-
gador. Sin embargo, como su nombre lo indica, solo es aplicable a
un numero grande de jugadas. En una cantidad pequefa de jugadas,
puede pasar virtualmente cualquier cosa. Los caras y sellos se balan-
cean solo a largo plazo. Aun asi, la cantidad de caras podria ser mucho
mayor que la cantidad de sellos, o viceversa. Lo importante es que esa

diferencia es pequefia comparada con el nimero total de jugadas.

No todo es equitativo: el cara o sello es el mejor representante de
una situacién paradigmadtica en la que exactamente dos posibilida-
des pueden ocurrir, ambas con probabilidad ¥. Sin embargo, esto no
es siempre el caso. Se sabe, por ejemplo, que la probabilidad de que
nazca una nifia es levemente mayor que la probabilidad de que nazca
un nifio. Esto se refleja en el simple hecho de que la proporcién de
mujeres en el mundo es levemente mayor a la proporcién de hombres.
Asimismo, la probabilidad de lluvia en un dia dado es rara vez igual a
Yy depende de manera complicada de una gran cantidad de variables.
También veremos mds adelante que, en un cierto juego de dados, la
probabilidad de ganar es levemente mayor a ¥4. Esto, sin embargo, es
atipico: en los juegos de azar, la casa tiene usualmente las probabili-

dades a su favor.
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EL ESPACIO DE PROBABILIDAD

ué tienen en comun el cara o sello, los juegos de dados, el péker y
la loteria? ;Cudles son las herramientas matemdticas que nos permiten
describir los fenémenos aleatorios de forma sencilla?

En este capitulo, conoceremos el marco tedrico que permite for-

malizar toda la probabilidad: el espacio de probabilidad.

MONEDAS, DADOS, CARTAS Y LOTER{AS

Para calcular probabilidades, lo primero consiste en listar todas
las posibilidades. Luego, le asignamos a cada posibilidad una probabi-
lidad: un nidmero entre 0 y 1 para cada posibilidad, de modo que todos
ellos sumen exactamente 1. Los juegos de monedas, dados, cartas y lo-
teria nos dan ejemplos de situaciones en las que todas las posibilidades
tienen la misma probabilidad, es decir, son equiprobables. Cara y sello
tienen la misma probabilidad de ocurrir. Los resultados del dado apare-
cen todos con la misma frecuencia. Al sortear una carta al azar, ninguna
tiene mayores chances de ser elegida que las demds. No hay nimeros de
la suerte en la loteria.

Ya vimos que en el juego de cara o sello hay solo dos posibilida-
des. Necesariamente, ambas tienen probabilidad %2. Cuando arrojamos
un dado, hay seis posibilidades: los nimeros del 1 al 6. Como todas ellas
tienen la misma chance de aparecer, su probabilidad debe ser % = 0,17.
En esencia, un dado es una moneda con seis caras distintas o una mo-
neda es simplemente un dado con dos caras. Notemos que, hasta aqui,
la equiprobabilidad es una verdad tedrica: confiamos en que ninguna
cara de la moneda o del dado es privilegiada. Como en el cara o sello,
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la ley de los nimeros grandes nos permite confrontar esta creencia con
la realidad.

Un mazo de cartas estd formado de 52 cartas distintas, al menos
en el caso de famosa baraja inglesa, que es una de las mds populares. Al
seleccionar una carta al azar, la probabilidad de que salga cualquiera de
ellas es por lo tanto igual a 1/52. Por ejemplo, si revolvemos las cartas y
escogemos una al azar, la probabilidad de que la carta escogida sea el 6
de corazones es 1/52. Lo mismo para el 7 de espadas y para cualquier
otra carta. Una mano de pdker consiste en cinco cartas. Todas las po-
sibles combinaciones de cinco cartas tienen la misma probabilidad. El
problema es que es mds dificil determinar el nimero de casos totales.
La respuesta es 2.598.960. Ya veremos este cilculo con mas detalle en
el capitulo 12.

En el loto, el jugador tiene que escoger seis nimeros entre el 1y el
41. El dia del sorteo, una maquina elige seis nimeros al azar. Para ganar,
se debe acertar los nimeros sorteados. Aqui no hay trucos: cualquier
combinacién de seis nimeros tiene la misma probabilidad de ser esco-
gida por la miquina y hay 4.496.388 de ellas. La probabilidad de acertar
es 1/4.496.388, un nimero inimaginablemente pequefio.

Hay un dato curioso acerca de la loteria: los jugadores prefieren
ciertos nimeros, como el 7 o el 13. También hay una tendencia a elegir
numeros dispersos o a evitar nimeros en el borde de la ficha. El sorteo
es ciego ante estas preferencias. Cuando los nimeros ganadores coin-
ciden con estos nimeros “favoritos”, el pozo debe dividirse entre una
mayor cantidad de ganadores. Por lo tanto, es aconsejable elegir un pa-
trén de nimeros atipicos. Asi, en el improbable caso de ganar, el pozo se
repartird entre menos jugadores y las ganancias serdn bastante mayores.

EL ESPACIO DE PROBABILIDAD Y LA PROBABILIDAD UNIFORME

Estableceremos las bases conceptuales de la teoria de probabili-
dades. Esta seccién es quizds la mas abstracta de este libro. Sin embargo,
dar definiciones precisas de todos los conceptos que utilizaremos nos
permite disponer de un vocabulario fluido para describir nuestro trabajo
tuturo. Después de todo, la probabilidad es una teoria matematica vy,
como tal, se debe erigir sobre cimientos rigurosos.

Una situacién hipotética en la que opera el azar suele llamarse un
experimento. Por ejemplo, tirar una moneda es un experimento. Lanzar
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un dado es un experimento, al igual que escoger al azar una bola de lote-
ria. Esto no coincide con el concepto habitual de experimento —incluido
el laboratorio y la maquinaria sofisticada—, pero es la terminologia es-
tandar de las probabilidades y de la estadistica.

El espacio muestral consiste en todos los resultados posibles del
experimento, es decir, todas las posibilidades. Estas posibilidades tam-
bién se conocen como elementos del espacio muestral. Por ejemplo,
en el experimento “tirar una moneda”, el espacio muestral consiste en
las posibilidades cara y sello. En el experimento “lanzar un dado”, el
espacio muestral corresponde a los nimeros enteros entre el 1 y el 6.
Un ewento es un conjunto de elementos del espacio muestral, es decir,
una lista de posibles resultados del experimento. Si el resultado del ex-
perimento cae dentro de este conjunto, decimos que el evento ocurrié.
En el experimento del dado, el conjunto de los numeros pares entre 1
y 6 es un evento. Si el dado arroja 2, 4 o 6, entonces ocurre este evento.
Una medida de probabilidad consiste en asignar a cada elemento del
espacio muestral un nimero entre 0 y 1 de modo que la suma de las
probabilidades de todas las posibilidades es igual a 1. En el experimento
“tirar una moneda”, la posibilidad cara tiene probabilidad 12, al igual que
la posibilidad sello. La suma de estas probabilidades es % + % = 1. La
probabilidad de un evento es la suma de las probabilidades de cada uno
de sus elementos. La probabilidad de un evento da una medida de cudn
verosimil es la ocurrencia de dicho evento.

El espacio muestral, la coleccién de todos los eventos y la medida
de probabilidad constituyen la base conceptual de la teoria de probabi-
lidad. Juntos, constituyen el espacio de probabilidad. En casos concretos,
es muy importante identificar estas tres componentes.

Un poco de teoria de conjuntos: recordemos tres conceptos bésicos
de teoria de conjuntos en el lenguaje de las probabilidades. Dados dos
eventos, su unién es el evento obtenido al juntar todos los elementos
de ambos eventos. La interseccion de dos eventos es el evento forma-
do por todos los elementos que tienen en comun. Si dos eventos no tie-
nen elementos en comun, decimos que son disjuntos y su interseccién
es el conjunto vacio. El complemento —o negacién— de un evento

es el evento formado por todos los elementos que no estin en €.
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Hay bastantes conceptos condensados en los pérrafos anteriores. Ate-
rricemos la discusién a una situacién mds familiar: el experimento “ti-
rar un dado”. Como ya sefialamos, el espacio muestral consiste en los
numeros enteros del 1 al 6. Un evento en este contexto es por lo tanto
una coleccién de nimeros del 1 al 6. Por ejemplo, el conjunto formado
por los nimeros 1,2 y 5 es un evento. Que ocurra este evento significa
que, al tirar el dado, el resultado es uno de estos nimeros. La medida de
probabilidad en este experimento le asigna probabilidad % a cada una
de las distintas posibilidades. La probabilidad del evento anterior —los
numeros 1,2 y 5— es la suma de las probabilidades de cada uno de estos
numeros, es decir, % + % + % = 3/6 = ¥2. Otro ejemplo: la sentencia “el
resultado del experimento es un nimero mayor o igual a 5” describe un
evento. Este evento tiene dos posibilidades: el 5 y el 6. La probabilidad
de este evento es igual a la probabilidad de obtener 5 mds la probabi-
lidad de obtener 6: % + % = 2/6 = %. En todos los ejemplos tratados
en este libro, identificaremos cuidadosamente las tres componentes del
espacio de probabilidad correspondiente.

El matematico ruso Andrei Kolmogorov (1903-1987) sent6 las
bases conceptuales de la teoria de probabilidad en 1933 al enunciar un
conjunto de tres axiomas sobre los cuales se articul6 la teoria de ahi en
adelante. En general, las teorias matematicas se formulan a partir de
definiciones basicas que no son demostradas —los axiomas— sobre las
cuales se cimientan las demostraciones de todos los teoremas, verdades
inmutables que se deben demostrar rigurosamente. Los tres axiomas de
Kolmogorov son:

1.- La probabilidad de un evento es un nimero positivo.

2.- La suma de las probabilidades de todos los elementos del es-
pacio muestral es igual a 1.

3.- La probabilidad de la unién de eventos disjuntos —es decir,
que no tienen elementos en comin— es igual a la suma de sus probabi-
lidades individuales.

La formulacién anterior —y, en especial, el primer axioma— es
extremadamente simple. El segundo y el tercer axioma no son tan ino-
centes, pues pueden referirse a infinitos elementos o eventos respecti-
vamente. Sumar una cantidad infinita de nimeros es un asunto delica-
do; pensemos en el griego Zenén y sus famosas paradojas. Con estos
axiomas en mano, la probabilidad cuenta con la ayuda de una poderosa
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herramienta matematica: la teorfa de la medida, una disciplina que ya
habia llegado a su madurez cuando Kolmogorov enuncié sus axiomas.

El matematico ruso Andrei Kolmogorov (1903-1987) es una de las
personalidades mds influyentes de la matematica del siglo XX. El al-
cance de sus contribuciones es pricticamente imposible de describir
con la debida justicia y abarca la teoria de probabilidades, el andlisis
matemadtico, la 16gica, la mecdnica de fluidos, la mecdnica cldsica, los
sistemas dindmicos, la computacién y las matematicas aplicadas. Nu-
merosos articulos de Kolmogorov han sido recopilados en seis tomos
de trabajos selectos y representan un tesoro de belleza matematica.
Kolmogorov fue el mentor de algunos de los mateméticos rusos mas
relevantes y contribuy6 ampliamente a la ensefianza de las matemdti-

cas a través de sus libros.

La medida de probabilidad mas sencilla le asigna la misma probabilidad
a cada elemento del espacio de probabilidad. Esta se conoce como pro-
babilidad uniforme. En el caso del dado, cada posibilidad tiene probabi-
lidad %. Este es, por lo tanto, un ejemplo de probabilidad uniforme. El
cara o sello y el dia de cumpleafios son otros ejemplos de probabilidad
uniforme, el primero sobre un espacio muestral muy pequefio —cara o
sello— y el segundo sobre un espacio muestral bastante grande —todos
los dias del afio—. Cuando una cantidad puede tomar un determinado
numero de valores, todos ellos con la misma probabilidad, también de-
cimos que se distribuye uniformemente o que sigue la distribucion uni-
forme. También usamos el término equiprobable. Probabilidad uniformey
distribucion uniforme son sinénimos, aunque nos inclinaremos por la se-
gunda terminologia en el capitulo sobre distribuciones de probabilidad.

En teoria de probabilidades, se suele expresar las probabilidades
de manera simbélica. Asi como la incégnita en una ecuacién se denota
habitualmente por la letra x, la probabilidad de un evento se denota
genéricamente por la letra p. En el cara o sello, la probabilidad de cual-
quiera de las dos posibilidades en p = %. Para un dado, la probabilidad
de que salga el nimero 2 es p = Y%.

Recordemos que dos eventos son disjuntos si no tienen elemen-
tos en comun. En este caso, la probabilidad de la unién de estos eventos
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es simplemente la suma de sus probabilidades individuales. Un ejemplo
genérico de esto es la relacién entre un evento y su complemento. El
complemento —o negacién— de un evento es un evento. Por ejemplo,
el complemento del evento “Lloverd mafana” es el evento “No lloverd
mafiana”. En cualquier caso, o bien ocurre un evento o bien no ocurre,
ambas posibilidades con cierta probabilidad. En otras palabras, o bien
ocurre un evento o bien ocurre su complemento. Como la suma de las
probabilidades tiene que ser igual a 1, la suma de la probabilidad de un
evento y de la probabilidad de su complemento es igual a 1. Simbélica-
mente, si la probabilidad de un evento es igual a p, entonces, la probabi-
lidad de su complemento es igual a 1 - p. En ocasiones nos referiremos
al célculo de la probabilidad del complemento de un evento como “paso
al complemento”.

Como ya sabemos, la probabilidad de un evento es la suma de
las probabilidades de cada uno de sus elementos. Con la probabilidad
uniforme, la probabilidad de un evento también puede calcularse como
el cociente entre el nimero de posibilidades favorables y el niumero de
posibilidades totales. Volviendo al experimento del dado, el evento “el
resultado del experimento es un nimero mayor o igual a 5” consta de
dos posibilidades favorables: el 5 y el 6. El nimero total de posibilidades
es igual a 6. De este modo, la probabilidad de este evento es 2/6 = %5 =
0,33, tal como concluimos anteriormente.

Por supuesto, hay situaciones muchisimo mds complicadas. La
sentencia “Lloverd manana” describe un evento correspondiente a un
experimento de dificil prediccién: basicamente, dejar pasar el tiempo
y observar si llueve o no llueve. El cdlculo de la probabilidad de este
evento involucra una gran cantidad de variables y no se limita a contar
posibilidades favorables versus posibilidades totales.

Contamos ahora con una base sélida de herramientas teéricas
para recorrer nuestro paseo por el azar.

UN EJEMPLO CLASICO: LA URNA

Veremos ahora un ejemplo cldsico de probabilidad: la urna. La
teoria de probabilidades consta de una serie de “problemas-tipos” que son
sencillos de formular y abarcan un gran nimero de contextos. La urna,
en sus dos variantes que estudiaremos, describe, por ejemplo, la loteria,
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las manos de péker o la paradoja del cumpleafios que estudiaremos en el
préximo capitulo.

Describamos una situacién concreta. Tenemos una urna con cin-
co bolas numeradas del 1 al 5, y sacamos las bolas una tras otra. Hay
dos variantes de este problema: la urna con reposicién y la urna sin
reposicién. En la urna con reposicién, sacamos una bola y la volvemos a
poner en la urna antes de sacar la siguiente. Por el contrario, en la urna
sin reposicion, no volvemos a poner la bola sacada en el primer sorteo
antes de escoger la segunda y las bolas sorteadas son, por lo tanto, siem-
pre distintas.

Como sefialamos, la urna es un experimento bastante genérico.
La loteria es una urna sin reposicién con 41 bolas. En la paradoja del
cumpleafios que veremos mds adelante, la fecha de cumpleafos es una
urna con 365 bolas que se considerard primero con reposicién y luego
sin reposicion.

Antes de iniciar nuestra discusién de la urna, introduciremos un
concepto fundamental de la teoria de probabilidades: la independencia.
Decimos que dos eventos son independientes si la ocurrencia o no ocu-
rrencia del primero no incide en la ocurrencia del segundo, y viceversa.
Este es tipicamente el caso cuando se realizan simultdneamente dos ex-
perimentos distintos. Por ejemplo, si lanzamos dos dados, el resultado
del primer dado no incide en el resultado del segundo y cualquier evento
relacionado solamente con el primer dado es independiente de cualquier
evento relacionado solamente con el segundo. Cuando dos eventos son
independientes, la probabilidad de que ocurran ambos es simplemente
el producto de las probabilidades de cada uno de ellos. No se debe con-
tundir eventos disjuntos y eventos independientes.

Recordemos que en la urna con reposicién sacamos una bola y
la volvemos a poner en la urna antes de sacar la siguiente. (Cual es la
probabilidad de sacar primero el nimero 2 y, luego, el nimero 4? En el
primer sorteo, hay cinco posibilidades. La probabilidad de sacar el nu-
mero 2 es %. En el segundo sorteo, también hay cinco posibilidades. La
probabilidad de sacar el nimero 4 es %. Estos dos eventos son indepen-
dientes. Sacar o no sacar el 2 en el primer sorteo no incide en el resulta-
do del segundo sorteo. La probabilidad buscada es % x ¥ = 1/25 = 0,04.

En la urna sin reposicién, no volvemos a poner la bola sacada en
el primero sorteo antes de escoger la segunda. ;Cudl es la probabilidad
de sacar primero el nimero 2 y, luego, el nimero 4? Nuevamente, hay
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cinco posibilidades en el primer sorteo y la probabilidad de escoger el
numero 2 es %. Sin embargo, dado que solo quedan cuatro bolas en
la urna, hay solamente cuatro posibilidades para el segundo sorteo. La
probabilidad de obtener el nimero 4 es %. Luego, la probabilidad de
escoger el nimero 2 y luego el nimero 5 es igual a % x % = 1/20 = 0,05.
En el caso de la urna con reposicién, perdemos la independencia.
El resultado del primer sorteo incide de alguna manera en el resultado
del segundo, puesto que ya no puede volver a salir el mismo nimero.
Volvamos a calcular estas probabilidades como cociente de posibi-
lidades favorables versus posibilidades totales. En el caso de la urna con
reposicién, nuestro espacio muestral consiste en todos los pares de nime-
ros escogidos entre el 1y el 5. Hay cinco posibilidades para el primero y
cinco para el segundo. Hay entonces 5 x 5 = 52 = 25 posibilidades para es-
coger el par de nimeros: el espacio muestral consta de 25 pares de nime-
ros. De estas 25 posibilidades, nos interesaba solo una: el par 2 y 4 en ese
orden. Su probabilidad es 1/25 = 0,04 y recuperamos el nimero anterior.
En el caso de la urna sin reposicién, hay cinco posibilidades para
el primer nimero y cuatro posibilidades para el segundo. Hay 5 x 4 =
20 posibilidades totales que corresponden a pares ordenados de nime-
ros del 1 al 5. La probabilidad de que salga cualquier par de nimeros
distintos en esta modalidad es 1 / 20 = 0,05. Insistiremos en esta “mul-
tiplicatividad” del namero de posibilidades en el capitulo 12, dedicado
a la combinatoria.
La loteria es una urna sin reposicién con 41 bolas numeradas del
1 al 41 de la cual se extraen seis bolas. Podemos intentar aplicar el razo-
namiento anterior para determinar el nimero de sorteos posibles. Hay,
sin embargo, una sutileza crucial. Cuando contamos las posibilidades
para la urna, consideramos secuencias ordenadas: primero el 2 y luego
el 5. En un sorteo, poco importa el orden de aparicién de las bolas. De
cierta manera, nuestro método de conteo nos lleva a contar la misma
configuracién varias veces. Solucionaremos este problema en el capitulo
12 en nuestra discusién de las combinaciones y permutaciones.

LA LEY DE LOS NUMEROS GRANDES OTRA VEZ

Antes de seguir, reconciliaremos la nocién de probabilidad como
frecuencia con nuestro método de calculo basado en el conteo de posi-

bilidades.
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Tomemos el ejemplo del dado. Para la ocurrencia de cualquiera
de los resultados, hay seis posibilidades totales y solo una posibilidad
favorable. Nuestro método para calcular probabilidades uniformes nos
entrega el resultado %: la probabilidad de que salga cualquier nimero
dado en una tirada es igual a %.

Notemos que hemos asumido de partida que la probabilidad en
este caso es uniforme. Este es un supuesto razonable dada la simetria del
dado. Ninguna cara parece ser privilegiada. Pero scémo contrastar esto
con la realidad? La clave estd en la nocién de frecuencia y la ley de los
nameros grandes.

Si tiramos el dado una cantidad pequeiia de veces, la combinacién
de nimeros obtenida serd del todo incoherente. Algunos nimeros se
repetirdn, otros quizds no apareceran. La ley de los nimeros grandes nos
dice que, al lanzar el dado una gran cantidad de veces, la proporcién o
frecuencia de aparicién de cada nimero serd cercana a %. Tal como en el
caso del cara o sello, puede ocurrir que algin nimero aparezca muchas
mids veces que otros. Lo importante es que esta diferencia es pequefia
comparada con el nimero total de tiradas.

Esto es un principio general. Si un experimento puede resultar en
n resultados distintos, cada uno con la misma probabilidad, entonces, al
repetir el experimento un gran nimero de veces, la frecuencia de ocu-
rrencia de cada una de estas posibilidades serd muy cercana a 1/n. Aqui,
n representa un nimero cuyo valor se debe deducir en cada caso. Para el
dado, n = 6. Para el cara o sello,n = 2.

La ley de los nimeros grandes nos permite poner a prueba la
adecuada construccién de un dado. Sj, al lanzarlo una gran cantidad de
veces, la proporcién de ocurrencia de un nimero es sistemdticamen-
te mayor que %, entonces, es muy probable que el dado tenga alguna
imperfeccién que favorezca la aparicién de ese nimero en particular.
Decimos que el dado tiene un sesgo. En este caso, el dado no entrega
una probabilidad uniforme sobre los nimeros del 1 al 6. Discutiremos
largamente acerca de dados sesgados en la préxima seccién y acerca de
la posibilidad o imposibilidad de sesgar una moneda.

¢SE PUEDEN ALTERAR LAS PROBABILIDADES DE UNA MONEDA?

Todo partido de futbol se inicia tras un lanzamiento de moneda
que determina quién abrird el juego. Este método de decisién es el para-
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digma de lo justo y objetivo. Quizds por esta razén causé tanto revuelo
una noticia que anunciaba que la moneda belga de un euro resultaba en
un cara o sello de probabilidades asimétricas.

La moneda sesgada —es decir, cuyas probabilidades de cara y
sello no son iguales a %2— es el equivalente de un mito urbano en el
mundo de la probabilidad. Numerosos ejemplos y problemas de tex-
tos guias cldsicos empiezan con la frase “Lanzamos una moneda cuya
probabilidad de cara es p, ...”. Pero nadie nunca parece haber visto una
moneda sesgada o verificado que una cierta moneda tenga algin sesgo,
con una excepcién notable: Kerrich, en 1946, construyé una “moneda”
que aterriz6 en cara 679 veces en 1.000 tiradas.

El problema de la moneda sesgada llevé a Gelman y Nolan a
realizar en 2002 una serie de experimentos con estudiantes a quienes
se invitaba a construir una moneda y un dado sesgados. Sesgar un dado
es sencillo. La solucién mds eficaz fue encontrada por una estudiante
que modificé la cara opuesta al 6 ddndole una forma redondeada. Tras
120 lanzamientos del dado modificado, el 6 aparecié una sola vez. Los
experimentos con monedas fueron menos exitosos. La misma alumna
construyé una moneda que aterrizé en sello 77 veces de 100 al lanzarla
suavemente. Sin embargo, con lanzamientos mds vigorosos, la cantidad
de sellos bajé a 47, un resultado consistente con una probabilidad igual
als.

El dado con una cara redondeada es un caso extremo. La forma
mds elemental de sesgar un dado es modificar su “centro de gravedad”.
El centro de gravedad de un cuerpo es el punto alrededor del cual la
masa del objeto se distribuye equitativamente. En un dado perfecto, este
se encuentra exactamente en el centro del cubo. Al agregarle masa a una
de las caras, el centro de gravedad se desplaza hacia ella y la cara opuesta
aumenta su probabilidad de ocurrir.

Este fue el procedimiento seguido por Kerrich. Construyé un
disco de madera con una cara bafiada en plomo, lo que desplaza efec-
tivamente el centro de gravedad hacia la cara modificada. Otra vez, los
lanzamientos de Kerrich fueron suaves.

La trayectoria de una moneda es gobernada por las ecuaciones de
la mecdnica de Newton. Estas ecuaciones describen de manera exacta
el destino de un cuerpo en movimiento a partir de su posicién inicial y
de la velocidad que se le imprime; en el caso de la moneda, también de
su velocidad de rotacién. Estas cantidades se conocen como condiciones
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iniciales. Joseph Keller analizé el problema de la moneda en 1986 a
partir de las ecuaciones de Newton y logré justificar de manera fisica la
equiprobabilidad de caras y sellos.

Keller demostré que, en cierto rango, la mitad de las condiciones
iniciales terminan en caras y la otra mitad en sellos. Ademads, mientras
gira en el aire, la moneda pasa exactamente la mitad del tiempo cara
arriba y cara abajo. La incerteza inicial dada por la imprecisién inheren-
te del lanzado resulta en cara o sello, sin ninguna preferencia por el uno
o el otro. Mis atn, el eje de rotacién de una moneda atraviesa su centro
de gravedad, pero el movimiento resultante es independiente de su po-
sicién exacta. Esto explica que, en principio, una moneda modificada
sigue teniendo probabilidades iguales a %2.

¢En qué radica entonces el resultado contradictorio del experi-
mento de Kerrich? La clave estd en el rango de condiciones iniciales en
el que las conclusiones de Keller son vélidas. El matematico y mago Per-
si Diaconis realizé mediciones en las que concluye que, tipicamente, una
moneda lanzada de la manera usual gira a una velocidad promedio de
38 rotaciones por segundo y realiza unas 19 revoluciones antes de tocar
el suelo. Los resultados de Keller abarcan ampliamente este contexto.
Kerrich, por otro lado, realizé lanzamientos con baja velocidad para los
cuales las conclusiones de Keller no aplican. Lo mismo ocurre con los
experimentos con la moneda de un euro. Se sospecha también que, a
bajas velocidades de rotacién, el rebote de una moneda modificada al
golpear la superficie influye en el resultado del lanzamiento, favorecien-
do una cara mds que la otra.

Todo radica entonces en el modo de lanzar la moneda. Esto es
consistente con los resultados arrojados por la moneda modificada de
la estudiante de Gelman y Nolan. Lanzamientos suaves fuera del rango
considerado por Keller dieron lugar a una probabilidad desigual de caras
y sellos, mientras que lanzamientos vigorosos resultaron en la consabida
probabilidad %2. Recordemos que un mago entrenado es capaz de sesgar
el resultado de su lanzamiento, pero, otra vez, la velocidad de rotacién
imprimida a la moneda es relativamente baja.

Este paradigma aplica a casos extremos. Con mucha abstraccién,
podemos considerar que la tapa de un frasco es una moneda en un sen-
tido amplio. Un matemitico acostumbrado a las generalizaciones no
tendrd ningun inconveniente con esta afirmacién. Es, sin embargo, una
moneda patolégica, dado que su centro de gravedad se encuentra fuera
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de ella, en algin lugar del “hueco” interior de la tapa. Si lanzamos una
tapa de modo que el borde golpea el suelo en primer lugar, la tapa se
estabilizard sobre su cara plana con probabilidad muy cercana a uno.
Sin embargo, un lanzamiento giratorio vigoroso nuevamente lleva a una
probabilidad uniforme sobre ambas caras.

Esto nos lleva a una pregunta interesante. ;Qué significa real-
mente que la probabilidad de cara sea igual a %? En acuerdo con la
discusién anterior, también debe explicitarse el modo de lanzamiento
en el experimento. Esto revela una verdad mds general: un experimento
siempre debe ser disefiado de manera cuidadosa para lograr conclusio-
nes correctas y acotar el rango de validez de estas conclusiones.

¢Cémo se debe lanzar una moneda? Simplemente de la manera
en la que todos lo hacemos. Mas aun, dejarla caer al suelo o atraparla
en el aire y voltearla sobre el antebrazo no conduce a ninguna diferen-
cia. Que aquellos preocupados por el inicio de los partidos de futbol se
queden tranquilos.

ToDO LO PROBABLE OCURRIRA ALGUNA VEZ

Uno de los problemas clédsicos de probabilidades se conoce como
el problema del simio. Se trata de un experimento mental que se ilustra
imaginando un simio que oprime aleatoriamente las teclas de una ma-
quina de escribir, un artefacto ciertamente anacrénico que revela la anti-
gliedad del problema. La produccién literaria del simio es mayormente
incoherente, pero, si escribe eternamente, en algin momento escribira
la totalidad del Quijote. Es mas, la escribird infinitas veces y con infinitas
variantes ni siquiera imaginadas por Cervantes.

Este es un paradigma de la probabilidad: todo aquello que tiene
probabilidad positiva de ocurrir ocurrird alguna vez en un experimento
repetido infinitas veces de manera independiente. La trampa, por su-
puesto, es que ningin experimento se repite infinitas veces y, en el caso
del simio escritor, aunque este procedimiento se llevara a cabo de un
momento en adelante sin interrupcidn, el tiempo necesario para observar
las primeras lineas del Quijote podria ser mayor a la edad del universo. El
problema del simio consiste en estimar este tiempo de espera aleatorio.

Este problema nos recuerda la célebre Biblioteca de Babel de Bor-
ges. En palabras de Borges, el universo —que otros llaman La Biblio-
teca— consta de una concatenacién de habitaciones hexagonales que
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contienen libros de 410 pdginas de 40 renglones de unas 80 letras, for-
mados por todas las posibles combinaciones de 25 caracteres: 22 letras,
el espacio, el punto y la coma. Borges relata que cantidades de hombres
recorrieron centenares de habitaciones en busca de un libro coherente
sin encontrarlo jamds. A lo mds se encontré alguna frase; “Ob tiempo tus
pirdmides” es la inica que se menciona. Como en el problema del simio,
la mayoria de las combinaciones posibles de letras no tiene ningin sen-
tido. Sin embargo, en algin lugar debe hallarse el Quijoze y, citando el
cuento, el catilogo de la Biblioteca, miles de catdlogos falsos e incluso la
autobiografia de los arcingeles.

Borges no clarifica si se trata de un universo finito con todas las
combinaciones de libros o de un universo infinito con libros aleatorios.
En ambos casos, todos los libros posibles se encuentran en algtn lado.

Borges, en su fascinacién por el infinito, postula la idea de un libro
que contiene todos los libros. En ese caso, ¢no sera el azar, caricaturizado
por un simio frente a una médquina de escribir, este libro mitolégico?

PROBABILIDADES NO UNIFORMES Y PROBABILIDADES CONTINUAS

Como vimos en el caso del dado sesgado y como veremos mads
adelante con mayor detalle, no todas las medidas de probabilidad son
uniformes. Consideremos otro ejemplo: si nuestro experimento consiste
en tirar un dado y sumar los nimeros, el espacio muestral consiste en los
numeros entre el 2 y el 12. Ahora, las probabilidades de ocurrencia de
estos numeros son distintas. Para lograr una suma igual a 12, hay solo
una posibilidad: que ambos dados muestren el nimero 6. Sin embargo,
para formar el nimero 7, hay mds posibilidades: 7=1+6=2+5=3 +
4=44+3=54+2=06+1.Aqui, el primer y segundo término de la suma
representan el resultado del primer dado del segundo respectivamente.
En el caso del 7, hay seis posibilidades favorables. La probabilidad de
que la suma sea igual a 7 es entonces seis veces mayor que la probabili-
dad de que sea igual a 12.

Si bien este ejemplo ilustra una medida de probabilidad no uni-
forme, se construyé a partir de probabilidades uniformes. Su estudio se
reduce, al fin y al cabo, a contar posibilidades favorables y sumar proba-
bilidades.

Existen casos en los que las probabilidades no se pueden calcular
contando casos. Pensemos en el lanzamiento de jabalina. La distancia a
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la que un deportista lanza una jabalina es una cantidad que se extiende
continuamente dentro de cierto rango. La probabilidad de que la ja-
balina llegue exactamente a una distancia de 75 metros es igual a 0. Y
asi con cualquier nimero fijo. Las posibles distancias alcanzadas por la
jabalina son infinitas. No es posible obtener una medida de probabilidad
contando casos favorables y casos posibles.

Lo que es posible, sin embargo, es calcular la frecuencia con la que
la jabalina cayé entre los 75 y los 76 metros y, en general, en cualquier
intervalo razonable. Esto nos permite establecer una medida de proba-
bilidad aproximada para la distancia.

Veremos mds adelante cémo representar las probabilidades no
uniformes mediante graficos y cémo estos grificos nos dan un indicio
de lo que son las probabilidades continuas.

APENDICE: MAS PROPIEDADES DE LAS MEDIDAS DE PROBABILIDAD

Discutiremos a continuacién algunas propiedades elementales de
las medidas de probabilidad que se derivan de los axiomas de Kolmogo-
rovy de la nocién de independencia. Nos interesaremos particularmente
en las operaciones que se pueden realizar con eventos. Este material se
incluye para profundizar nuestra discusién sobre los elementos bésicos
de la teoria de probabilidad y no es imprescindible para la lectura del
resto del libro. El lector poco interesado en estas divagaciones matema-
ticas puede dirigirse al capitulo siguiente.

Recordemos que el complemento —o negacién— de un evento
es un evento. En el juego de cara o sello, la probabilidad del evento
“sacar cara” es p = %2. La probabilidad de la negacién de este evento, es
decir, “no sacar cara”,es 1 - p = 1 — % = %. Esto es coherente dado que el
evento “no sacar cara’ es exactamente el evento “sacar sello”. En el dado,
la probabilidad de sacar el nimero 3 es p = %. La probabilidad de no
sacar el nimero 3 es 1 —p=1-% =% = 0,83.

Los eventos suelen denotarse por letras mayuisculas. Si A es un
evento, su complemento se denota por A°y corresponde al evento “No
ocurrié A”. Considerar el complemento de un evento se denomina colo-
quialmente como “pasar al complemento”. Si A y B son dos eventos de
un mismo espacio muestral, el evento “ocurre A o B” consta de todos los
elementos de A y de todos los elementos de B. En término matemadticos,
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este evento es la unién de los eventos A y B. Por ejemplo, en el dado, si
A es el evento “el nimero es par”’y B es el evento “el nimero es mayor
o igual a 57, el evento “ocurre A o B” es el evento “el nimero es par o el
numero es mayor o igual a 5”. El evento A consta de los numeros 2,4 y
6,y B de los nimeros 5 y 6. Por lo tanto, el evento “ocurre A o B” consta
de los nimeros 2,4, 5 y 6,y su probabilidad es 4/6 = %5 = 0,66. Notamos
que el nimero 6 pertenece a A y a B. Cuando formamos el evento “ocu-
rre A o B”,lo contamos una sola vez. El evento “ocurre A o B” se enuncia
a menudo como “A o B” para mayor simplicidad.

Como sefialamos anteriormente, cuando dos eventos no tienen
elementos en comun, decimos que son disjuntos. En este caso, la pro-
babilidad de su unién es la suma de las probabilidades de cada evento.
Volviendo al dado, digamos que el evento C estd formado por los nime-
ros 1y 3,y el evento D, por los nimeros 2,4 y 6. El evento “C o D”estd
tormado por los nimeros 1, 2, 3,4 y 6. La probabilidad de C es 2/6. La
probabilidad de D es 3/6. Finalmente, la probabilidad del evento “ocurre
C o D’es % = 0,83, que coincide con 2/6 + 3/6, que es la suma de la
probabilidad de C y de la probabilidad de D.

Si E y F son dos eventos, el evento “ocurre E y F” o, simplemente,
“E y F” consta de todos los elementos comunes a E y F. Es el evento
“ocurren E y F simultineamente”. En términos matematicos, corres-
ponde a la inferseccién de los eventos E y F. Volviendo al dado, digamos
que E es el evento “el nimero es menor o igual a 3”7y F es el evento “el
numero es impar”. El primer evento consta de los nimeros 1,2 y 3. El
segundo, de los nimeros 1, 3 y 5. La interseccidn, es decir, las posibi-
lidades o elementos comunes a ambos eventos, esti formada por los
numeros 1y 3. La probabilidad del evento “E y F”es 2/6 = ¥ = 0,33.

Recordemos que no deben confundirse eventos disjuntos y even-
tos independientes. En el caso de eventos independientes, la probabili-
dad de su interseccién es el producto de sus probabilidades. Por ejemplo,
supongamos que tiramos una moneda y luego un dado. Llamamos G al
evento “obtenemos cara al lanzar la moneda”y H al evento “obtenemos
el nimero 5 al lanzar el dado”. El evento “G y H” es el evento “obte-
nemos cara con la moneda y 5 con el dado”. Como G y H resultan de
experimentos que no se relacionan de ningin modo, son eventos inde-
pendientes. La probabilidad de “G y H” es el producto de las probabi-
lidades de G y de H: % x % = 1/12 = 0,08. Recordemos los eventos E

y F del pdrrafo anterior para un solo dado: E es el evento “el nimero es
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menor o igual a 37y F es el evento “el nimero es impar”. E consta de dos
numeros impares y de un nimero par. Luego, si ocurre E, es bastante
probable que también ocurra F. Estos eventos no son independientes.
Concretamente, la probabilidad de E es 3/6, la probabilidad de F es 3/6,
y la probabilidad de la interseccién de E y F es simplemente la probabi-
lidad de obtener 1 o 3, que es igual a 2/6 = 0,33 y que no corresponde al
producto 3/6 x 3/6 = 0,25. Notemos que la interseccién de dos eventos
disjuntos es igual al conjunto vacio y tiene probabilidad 0.

Eventos que no son disjuntos: si dos eventos no son disjuntos, no
resulta tan fdcil aparentemente calcular la probabilidad de su unién.
Un método sencillo consiste en calcular el nimero de posibilidades
favorables para A, sumarle el numero de posibilidades favorables para
B y restar el nimero de posibilidades que fueron contadas dos veces,

es decir, el evento “A y B”.
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CALCULO DE PROBABILIDADES

Si escogemos dos personas al azar, la probabilidad de que cumplan
aflos el mismo dia es bajisima. Lo mismo con tres personas. Pero ;cudn-
tas personas se necesita congregar para que la probabilidad de que dos
de ellas compartan el mismo cumpleafos sea alta?

La respuesta a esta pregunta es sorprendente, tal como ocurre
con las numerosas paradojas de las probabilidades, situaciones sencillas
que desafian la intuicién. Ya hemos mencionado que nuestra intuicién
probabilistica es bastante pobre. De ahora en adelante, disponemos de
herramientas de cdlculo para llegar a conclusiones rigurosas que, proba-
blemente, no dejardn de sorprendernos.

EL jueco DE DADOS DEL CHEVALIER DE MERE

Calcularemos las probabilidades involucradas en los juegos de un
dado y de dos dados del Chevalier de Méré.

El primer juego es el siguiente: los jugadores A y B apuestan la
misma cantidad de dinero. Se tira un dado cuatro veces. Si sale al menos
un 6, gana el jugador A. En caso contrario, gana el jugador B.

Resulta que las probabilidades de ganar estin levemente a favor
del jugador A. De Méré llegé6 a esta conclusién siguiendo un razona-
miento incorrecto. Sin embargo, la conclusién es correcta, como pro-
bablemente De Méré lo habra corroborado jugando este juego repeti-
damente; le basté comprobar que ganaba mas de un 50% de las veces
y utilizar su intuicién, aun si no conocia la ley de los nimeros grandes.

De Méré razoné de la manera siguiente: sacar un 6 en una jugada
tiene probabilidad % = 0,17; luego, sacar un 6 en cuatro jugadas es 4 x %
=23 = 0,66. Si bien esto es efectivamente mayor que %2, no es la respuesta
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correcta. No podemos culpar a De Méré. No disponia de los métodos
necesarios para realizar el cdlculo.

Calculemos la probabilidad real con todo detalle. Curiosamente,
iresulta mds facil calcular la probabilidad de que el jugador A pierda!
Esto es bastante comun en probabilidades. A veces, es mds facil calcular
la probabilidad de que un evento no ocurra, o sea, la probabilidad de su
complemento. Una vez que tenemos la probabilidad del complemento,
es sencillo calcular la probabilidad del evento que nos interesa: es igual
a 1 menos la probabilidad del complemento. Por ejemplo, si el comple-
mento de un evento tiene probabilidad 25%, entonces, el evento mismo
tiene probabilidad 100% - 25% =1 - 0,25 = 0,75 = 75%.

La probabilidad de no sacar 6 en la primera tirada es %. Hay cinco
posibilidades “favorables”, que son los nimeros del 1 al 5, contra seis po-
sibilidades totales. La probabilidad de no sacar 6 en la segunda jugada es
otra vez %, y asi con cada jugada. Todas estas jugadas son independientes:
el sacar un 6 o no en la primera jugada no incide en nuestra probabilidad
de sacar un 6 en las siguientes. Luego, la probabilidad de no sacar 6 en
ninguna de las cuatro tiradas es % x % x % x % = 625/1.296 =~ 0,48. La
probabilidad de sacar al menos un 6 en cuatro tiradas es la probabilidad
del complemento de este evento, o sea, aproximadamente 0,52. Conclui-
mos que la probabilidad de que gane A es levemente mayor a % = 0,50.

El nimero total de jugadas igual a 4 no es casual. 4 es el nimero
mids pequefio tal que la probabilidad de que gane A es mayor que ¥2. Con
una sola tirada, la probabilidad de que gane A es %. El razonamiento del
parrafo anterior nos permite calcular la probabilidad correspondiente en
el caso de dos y tres jugadas.

El segundo juego propuesto por el Chevalier es muy similar, pero
involucra tiradas repetidas de dos dados. Nuevamente, los jugadores A
y B apuestan la misma cantidad de dinero, pero, esta vez, A gana si
sale un doble 6 en una cierta cantidad de jugadas. El Chevalier estaba
interesado en determinar cudntas tiradas se debian efectuar para que la
probabilidad de ganar sea mayor a %. De Meré pensaba que esta canti-
dad es igual a 24.

El razonamiento que llevé a De Méré a esta conclusién es inco-
rrecto. Curiosamente, aplicando este mismo razonamiento al caso de dos
dados, obtuvo una respuesta parcialmente correcta, es decir, mayor que 2.

Recordemos el razonamiento del Chevalier: en el caso de un solo

dado, la probabilidad de sacar un 6 es % = 0,17. Luego, segiin De Méré,
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la probabilidad de sacar un 6 en cuatro jugadas es 4 x % = % = 0,66,
que es mayor que ¥2 = 0,50. Mis arriba, calculamos esta probabilidad y
concluimos que no es igual a %5 = 0,66. Por lo tanto, el argumento del
Chevalier es incorrecto.

Apliquemos, sin embargo, este mismo razonamiento al juego con
dos dados. La probabilidad de sacar un doble 6 es % x % = 1/36 = 0,03.
Con 24 tiradas, la probabilidad de sacar algin doble 6 debe ser, segin
De Mér¢, igual a 24 x 1/36 = 0,66. Este resultado no solo es incorrec-
to, sino que la probabilidad correcta es menor que %. En este caso, las
conclusiones de De Méré deben haber tenido consecuencias tragicas, ya
que, al jugar este juego, se arriesgaba a perder sistemdticamente. Por la
ley de los nimeros grandes, sabemos que la frecuencia de juegos ganados
debe acercarse a la probabilidad real de ganar. Asi, al observar que perdia
mis del 50% de las veces, De Méré intuy6 que su cdlculo era incorrecto
y contact6 al matemadtico Blaise Pascal. Repetimos: si bien no conocia la
ley de los nimeros grandes, pudo darse cuenta de que algo andaba mal.

La manera correcta de calcular la probabilidad de ganar es idén-
tica al caso de un solo dado. La probabilidad de sacar un doble 6 en una
tirada de dos dados es 1/36 = 0,03. Luego, la probabilidad de no sacar
un doble 6 en una tirada es 1 - 1/36 = 35/36 = 0,97. Luego, la proba-
bilidad de no sacar un doble 6 en 24 tiradas es 35/36 x 35/36 x ......
x 35/36, donde el producto consiste en 35/36 repeticiones del factor
35/36, es decir (35/36)*. El resultado de este producto es aproximada-
mente 0,51. Luego, la probabilidad de sacar un doble 6 en 24 tiradas
es aproximadamente 1 — 0,51 = 0,49. Vemos que esta probabilidad es
menor que ¥2 = 0,50. En este juego, De Méré ganaria aproximadamente
49 veces de cada 100.

Con un célculo similar, se puede concluir que es necesario arrojar
el dado 25 veces para tener una probabilidad mayor que %2 de ganar.
Con 25 tiradas, la probabilidad de no sacar ningtin doble 6 es aproxi-
madamente igual a 0,49, por lo tanto, la probabilidad de ganar es apro-
ximadamente 1 — 0,49 = 0,51, que es —un poco— mayor que %2 = 0,50.
El lector podrd verificar este cdlculo con el método del pérrafo anterior.

La PARADOJA DEL CUMPLEAﬂOS, VERSION SIMPLIFICADA

La probabilidad lleva a situaciones sorprendentes. La parado-
ja del cumpleafios es un ejemplo cldsico. La pregunta es la siguiente:
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jcudntas personas se necesitan para que la probabilidad de que dos de
ellas tengan cumpleafios el mismo dia sea mayor que ¥2? Respondere-
mos esta pregunta en la préxima seccién.

Simplificaremos la situacién por ahora: jcudntas personas se ne-
cesitan para que la probabilidad de que dos de ellas tengan cumpleafios
un mismo dia de la semana sea mayor que %2?

Vamos a suponer que la probabilidad de que alguien nazca un cier-
to dia de la semana es ¥. Asi, la probabilidad de nacer un lunes es igual
a ¥, al igual que la probabilidad de nacer un jueves o cualquier otro dia.

¢Cudl es la probabilidad de que dos personas nazcan el mismo
dia de la semana? Como en el juego de dados de De Méré, es mis ficil
calcular la probabilidad del complemento: ¢cudl es la probabilidad de que
dos personas no nazcan el mismo dia de la semana? Para el cumpleafios
de una persona, tenemos siete posibilidades. Para el cumpleaiios de dos
personas, tenemos por lo tanto 7 x 7 = 49 posibilidades. Algunas de estas
posibilidades brindan cumpleafios el mismo dia. Las tenemos que des-
cartar. Veamos de cudntas maneras distintas podemos ubicar los cum-
pleafios de dos personas de modo que no coincidan. Tenemos siete posi-
bilidades para la primera persona. Una vez que fijamos este cumpleafios,
quedan solo seis posibilidades para la segunda persona. Luego, hay 7 x 6
= 42 posibilidades para que dos personas cumplan afnos un dia distinto
de la semana. La probabilidad de que dos personas cumplan afios un dia
distinto de la semana es, por lo tanto, igual a 42/49 = 0,86. Volviendo a
la pregunta original, la probabilidad de que dos personas cumplan afios
el mismo dia de la semana es aproximadamente igual a 1 - 0,86 = 0,14.

Para tres personas, el razonamiento es el mismo. Hay 7 x 7 x 7 =
343 posibilidades para acomodar el cumpleanos de tres personas, pero
solo 7 x 6 x 5 = 210 corresponden a cumpleafios en dias distintos. Esto
nos da una probabilidad de 210/343 = 0,61 para que tres personas ten-
gan cumpleafios en dias diferentes de la semana. Luego, la probabilidad
de que dos de tres personas cumplan afios un mismo dia de la semana
es aproximadamente igual a 1 - 0,61 = 0,39. Esto atn es menor que %.

El célculo para cuatro personas es similar. La probabilidad de que
cuatro personas cumplan afio en dias distintos de la semana es igual a
840/2.401 = 0,35,donde 840 =7 x 6 x 5x 4y2.401 =7 x7x7x 7.La
probabilidad de que al menos dos de cuatro personas cumplan afios el
mismo dia de la semana es aproximadamente igual a 1 - 0,35 = 0,65,
que es un nimero mayor que 2. La respuesta a nuestra pregunta es 4.
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Notemos que la probabilidad de que, en un grupo de ocho per-
sonas, dos de ellas cumplan afios un mismo dia de la semana es igual a
1. Esto se debe al principio del palomar. Si tenemos que repartir ocho
personas en siete categorias, necesariamente dos de ellas deben encon-
trarse en la misma. El lector podra verificar que la probabilidad de que,
en un grupo de siete personas, dos de ellas cumplan afios un mismo dia
de la semana es bastante cercana a 1.

LA PARADOJA DEL CUMPLEANOS

Recordemos la pregunta: ;cudntas personas se necesitan para que
la probabilidad de que dos de ellas tengan cumpleafios el mismo dia sea
mayor que ¥%? En la seccién anterior, remplazamos los dias del afio por
los dias de la semana para simplificar el problema. Ahora, contestaremos
la pregunta original.

El dia de cumpleafios proporciona otro ejemplo de probabilidad
uniforme. Para simplificar la situacién, no tomaremos en consideracién
los afios bisiestos y supondremos que un afio tiene 365 dias. Asumiremos
el supuesto razonable de que la probabilidad de nacer en cualquier dia
dado —por ejemplo, el 23 de febrero— es uniformemente igual a 1/365.
Este es un nimero bastante pequefio: es aproximadamente igual a 0,003.
Esto es apenas tres milésimas, es decir, 0,3%. En otras palabras, de cada
mil personas, solo tres de ellas en promedio nacieron el 23 de febrero.

¢Cuadl es la probabilidad de que dos personas tengan el mismo
cumpleafios? Como en el problema de los dados del Chevalier de Méré
y en el ejemplo anterior, es mds facil calcular la probabilidad de que no
tengan el mismo cumpleafios. Hay 365 posibilidades para un cumplea-
fios. Por lo tanto, hay 365 x 365 = 365? = 133.225 posibilidades para
dos cumpleafios. Esto es exactamente lo que ocurre en una urna con
365 bolas con reposicién. Contemos ahora las posibilidades para que
dos personas no tengan el mismo cumpleafios. Para el cumpleafios de
la primera persona, tenemos 365 posibilidades. Una vez que selecciona-
mos una de ellas, quedan 364 posibilidades para que la segunda persona
tenga un cumpleafios distinto de la primera. Luego, dado el caricter
multiplicativo del conteo de posibilidades, hay 365 x 364 = 132.860
posibilidades para que dos personas tengan cumpleafios distintos. Lue-
go, la probabilidad de que dos personas tengan distinto cumpleafios es
132.860/133.225 = 0,997. Este es un nimero muy cercano a 1. Por
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esto, tuvimos que agregar un decimal en el resultado para no redondear
directamente a 1. En porcentaje, esto es 99,7%. En otras palabras, es su-
mamente probable que dos personas cualesquiera cumplan afio en dias
distintos. Pasando al complemento, la probabilidad de que dos personas
tengan el mismo cumpleafios es aproximadamente 1 — 0,997 = 0,003 =
0,3%. Esto es un nimero muy pequefio.

¢Cuintas personas se necesitan para que la probabilidad de que
al menos dos de ellas cumplan afios el mismo dia sea mayor que %? La
respuesta es un nimero sorprendentemente pequefio: 23.

Para calcular esta probabilidad, solo tenemos que seguir con el
razonamiento del parrafo anterior. Hay 365 posibilidades para el cum-
pleafios de la primera persona. Una vez que fijamos esta posibilidad,
quedan 364 posibilidades para el cumpleafios de la segunda persona.
Para el cumpleaiios de la tercera persona, tenemos que descartar las dos
posibilidades ocupadas por las dos primeras personas: quedan 363 posi-
bilidades. Para la cuarta persona, quedan 362 posibilidades. Procediendo
de esta forma, vemos que, para la vigesimotercera persona, quedan 343
posibilidades. Multiplicando estas posibilidades, vemos que el nimero
de posibilidades para que 23 personas cumplan afios en dias distintos es
igual a 365 x 364 x 363 x ... x 345 x 344 x 343. Este es un nimero con
59 digitos que ni siquiera escribiremos. Sin embargo, el nimero de po-
sibilidades totales es increiblemente grande, de modo que el cociente de
estos dos nimeros es un nimero entre 0 y 1. Concretamente, el nimero
de posibilidades para los cumpleafios de 23 personas es 365 multipli-
cado consigo mismo 23 veces: 365%. Luego, la probabilidad de que 23

personas cumplan afios en dias distintos es igual a:
365x364x363x... x345x344x343/365%~0,49

Volviendo a nuestro problema inicial, vemos que la probabilidad de que,
en un grupo de 23 personas, al menos dos de ellas tengan su cumplea-
fios en un mismo dia es aproximadamente igual a 1 — 0,49 = 0,51. ;Este
ndmero es mayor que %2!
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

d‘Cuél es la probabilidad de obtener un 7 al sumar el resultado arro-
jado por dos dados? ;Cuil es la probabilidad de obtener un full house
en el péker? ;Cudntos ataques de tiburones se producen cada un afo?
¢Cudl es la posicién de una particula de polen suspendida en un liquido?
¢Cémo detectar fraudes en declaraciones de impuestos?

Todas estas preguntas nos llevan mds alld de la distribucién unifor-
me y a discutir las distribuciones de probabilidad con mayor generalidad.

En este capitulo, estudiaremos las medidas de probabilidad mas
importantes que describen, por ejemplo, las fluctuaciones de los precios
de las acciones en la bolsa o la distribucién de los digitos mds frecuentes
en datos de la vida cotidiana.

SuMA DE DADOS

Un antiguo juego de dados consistia en sumar el resultado de tres
dados. Era de conocimiento comin que existen seis maneras distintas
de obtener una suma igual a 9 y seis maneras distintas de obtener una
suma igual a 10:

9=1+2+6=1+3+5=1+4+4=2+2+5=2+3+4=3+3+3
10=1+3+6=1+4+5=2+2+6=2+3+5=2+4+4=3+3+4

Basado en este calculo, es muy razonable esperar que la probabilidad
de obtener un 9 sea idéntica a la probabilidad de obtener un 10. Un
jugador aficionado a este juego podré ficilmente intuir que este no es el
caso. Tras una gran cantidad de tiradas de tres dados, el jugador notard
sin duda que el nimero 10 aparece mds frecuentemente que el 9. ;En
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qué radica esta aparente paradoja? El problema llegé a oidos de Galileo,
quien rdpidamente dio con la explicacién.

Antes de resolver este enigma, estudiaremos lo que ocurre con la
suma de dos dados. Esto nos permitird iniciar nuestra discusién de las
distribuciones de probabilidades, una de las cuales discutimos con bas-
tante detalle en el capitulo anterior: la probabilidad uniforme. La suma
de dos dados puede tomar cualquier valor entre 2 y 12. Las probabilida-
des de ocurrencia de cada uno de estos nimeros constituyen la distribu-
cién de probabilidad asociada a la suma de dos dados. Ya veremos que
no coincide con la probabilidad uniforme. Se utilizan los términos Jis-
tribucion de probabilidady ley de probabilidad de manera intercambiable.

La siguiente tabla consigna los valores de la suma de dos dados
segun el resultado de cada uno de los dados. Los valores del primer
dado se encuentran en la primera columna y los valores del segundo, en
la primera fila.

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

El espacio muestral de este experimento consiste en todos los nimeros
enteros entre el 2 y el 12. Sin embargo, vemos que el conjunto de todas
las posibilidades para el resultado de dos dados es un espacio muestral
mucho mayor que consta de todos los pares ordenados de nimeros del
1 al 6. Todos estos pares tienen la misma probabilidad de ocurrir, por
lo tanto, al lanzar dos dados, obtenemos la distribucién uniforme sobre
estos pares. Como hay 6 x 6 = 36 pares posibles, cada uno tiene una
probabilidad de 1/36 = 0,03 de ocurrir. La distribucién de la suma, por
otro lado, dista de ser uniforme.

Por ejemplo, solo hay una manera de obtener una suma igual a
2 0 a 12. Ambos dados tienen que arrojar un 1 o un 6 respectivamente.
Por lo tanto, las probabilidades de 2 y de 12 son ambas iguales a 1/36.
En el caso extremo, vemos que hay seis maneras distintas de obtener un

7:1+6=2+5=3+4=4+3=5+2=6+1.Calculando el cociente
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entre los 6 casos favorables y los 36 casos posibles, calculamos que la
probabilidad de obtener un 7 es igual a 6/36 = 1/6 = 0,17. Como las
probabilidades de obtener 2 y de obtener 7 son distintas, la distribucién
de la suma de dados no es uniforme. El lector podri calcular ficilmente
la probabilidad de ocurrencia de los resultados restantes basado en la
tabla de mds arriba.

Acerciandonos a la paradoja de los tres dados, podriamos notar
que hay tres maneras esencialmente distintas de obtener un 6 o un 7:

6=1+5=2+4=3+3
7=1+6=2+5=3+4

Sin embargo, una inspeccién de la tabla revela que la probabilidad de
6 es de solo 5/36 y, por lo tanto, menor que la probabilidad de 7. Esta
aparente contradiccién se resuelve observando que todos los pares que
suman 7 tienen dos maneras distintas de ocurrir si tomamos en cuenta
cudl de los dados arrojé6 los términos de la suma. La suma 7 =1 + 6 se
puede lograr con el primer dado en 1y el segundo en 6, y viceversa. Lo
mismo ocurre con las otras posibles sumas que resultan en 7: todas des-
cienden de dos posibilidades reales que aparecen en la tabla como dos
posibilidades distintas. Lo mismo ocurre también con las sumas 1 + 5y
2 + 4,ambas iguales a 6. La suma 3 + 3, por otro lado, solo puede ocurrir
de una manera: ambos dados tienen que resultar en 3. Esta es una tnica
posibilidad en la tabla y explica por qué el 7 tiene mayor probabilidad
de ocurrir que el 6.

El misterio de los tres dados fue resuelto de manera aniloga por
Galileo. Tres de las sumas que resultan en 9 o en 10 estin dadas por tres
numeros distintos. Cada una de estas combinaciones puede presentarse
de seis maneras distintas. Por ejemplo, la suma 1 + 2 + 6 se puede lograr
como (1,2,6),(1,6,2),(2,1,6),(2,6,1),(6,1,2) y (6,1, 2),donde hemos
ordenado los nimeros segtn aparecieron en los dados nimero 1,2 o 3.
Tres de las sumas que resultan en 10 y dos de las sumas que resultan en 9
tienen un nimero repetido. Como en el caso anterior, se puede verificar
que cada una tiene tres maneras distintas de ocurrir si se considera el
orden de los dados. La diferencia entre el 9 y el 10 radica en la suma 9 =
3 + 3 + 3, que tiene solo una manera de ocurrir. Por lo tanto, la probabi-
lidad de 9 es menor que la probabilidad de 10. Simplemente, el 9 tiene

menos maneras distintas de ocurrir.
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DiSTRIBUCIONES Y SUS GRAFICOS

Dada cualquier coleccién de objetos, le podemos asignar una
probabilidad a cada uno de ellos con la tnica restriccién de que estas
cantidades tienen que ser positivas y sumar uno. Esto define una dis-
tribucién de probabilidad que, en principio, no tiene por qué ser uni-
torme. Por ahora, hemos considerado espacios muestrales finitos. Las
distribuciones de probabilidad sobre estos espacios se conocen como
distribuciones de probabilidad discretas. Recordemos que los términos
ley y distribucion de probabilidad son sinénimos.

La primera distribucién de probabilidad que estudiamos provie-
ne del juego de cara o sello. Ambas posibilidades, cara y sello, ocurren
con probabilidad ¥2. El color de la ruleta sigue el mismo principio: rojo o
negro. Hay otras maneras de asignarle una distribucién de probabilidad
aun espacio muestral de dos objetos. Si le asignamos una probabilidad p
al primero, solo podemos asignarle una probabilidad 1 - p al segundo, lo
que lleva a una distribucién que no es uniforme. Estas distribuciones de
probabilidad se conocen como distribuciones de Bernoulli en honor al
matemdtico suizo Jacques Bernoulli (1654-1705). Una distribucién de
Bernoulli queda completamente caracterizada al dar el valor de p.

La familia Bernoulli: algunas disciplinas estin marcadas por las con-
tribuciones de familias enteras. Es el caso de la familia Bach en la
musica. En matemadticas, este lugar de honor es ocupado por la familia
suiza Bernoulli. Sus exponentes desarrollaron ideas fundamentales en
la matemitica y la fisica de los siglos XVII y XVIII. Johan Bernoulli
fue también el mentor de uno de los matematicos mds relevantes de la
historia: Leonhard Euler.

Las distribuciones de probabilidad se pueden representar mediante un
grifico. En el grafico de una distribucién, se ordenan los distintos ele-
mentos del espacio muestral sobre un segmento horizontal. Sobre cada
una de estas ubicaciones, se dibuja una barra de drea proporcional a la
probabilidad de ocurrencia del elemento correspondiente. Los siguien-
tes graficos representan distribuciones de Bernoulli para distintos valo-
res de p. Para simplificar, se consideré el espacio muestral consistente en
dos elementos: 0 y 1.
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En una distribucién de Bernoulli de parimetro % —como en cara o
sello— ambas barras tienen la misma altura. Si el parametro de la distri-
bucién es distinto a %2, obtenemos barras de tamafio distinto.

Una distribucién uniforme tiene un grafico completamente pla-
no, dado que cada elemento del espacio muestral tiene la misma pro-
babilidad de ocurrir, lo que se traduce en barras idénticas. El siguiente
grafico ilustra las probabilidades resultantes de arrojar un dado. Todas
las barras tienen una altura igual a % =~ 0,17.

Distribucion de un dado

1 2 3 4 5 6

Los siguientes graficos representan las distribuciones de probabilidad

010 0.15
1L 1

0.05
1

0.00

para la suma de dos y tres dados respectivamente. Como vemos, difieren
de la distribucién uniforme sobre los espacios muestrales correspon-
dientes. Esto se infiere del distinto tamafio de las barras.

61



Suma de tres dados

oM
'

o1z
L

Suma de dos dados

0.20
on
L

0.10
L
008

004
L

0.05
I

00z
L

0.00
L

2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 *

En la suma de dos dados, los nimeros 2 y 12 tienen baja probabili-
dad, hecho que se explica porque solo hay una manera de realizar estos
numeros. Lo mismo ocurre con los nimeros 3 y 18 en la suma de tres
dados. En ambos casos, los nimeros en el centro del grifico tienen la
mayor probabilidad de ocurrir, lo que se representa por una barra de
mayor altura.

Supongamos que repetimos el experimento de los tres dados un
gran nimero de veces y, cada vez, consignamos el valor de la suma. Po-
demos graficar la frecuencia con la que ocurrié cada nimero mediante
un grafico: ordenamos los posibles resultados en la horizontal y, sobre
cada ubicacién, dibujamos una barra de drea proporcional a la frecuencia
con la que ocurrié dicho resultado. Esto se conoce como distribucion
empirica o distribucién de frecuencias. Los siguientes graficos repre-
sentan las distribuciones empiricas obtenidas al repetir el experimento
de los tres dados 20, 100 y 10.000 veces. Observamos de inmediato que
los gréficos se asemejan mds al grafico de la distribucién de probabilidad
tedrica a medida que crece el nimero de repeticiones. jEsto es, otra vez,
la ley de los nimeros grandes! El grifico de la distribucién de frecuen-
cias se acerca al grafico de la distribucién de probabilidad cuando se
repite el experimento un gran nimero de veces.
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Suma da 3 dados, 100 lanzamisntos

Suma da 3 dados, 20 Isnzarsientos
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Suma de 3 dados, 10.000 lanzamientos

En el primer grifico, vemos que algunos valores nunca aparecieron.
Ningtn lanzamiento resulté en los nimeros 3, 4, 9, 16 y 18. Con 100
lanzamientos, los tnicos valores faltantes son el 3 y el 18. Esto no es
extrafio, dado que son los nimeros con menor probabilidad de ocurrir.
En 10.000 lanzamientos, todos los nimeros fueron logrados, con una
frecuencia muy similar a la distribucién de probabilidad obtenida de
manera tedrica.

LA DISTRIBUCION BINOMIAL

El siguiente gréifico representa una situacién mas compleja. En
el experimento, se lanzan 20 monedas y se cuenta la cantidad de sellos
obtenidos. Esto es un nimero entre 0 y 20. La distribucién de probabi-
lidad resultante se conoce como distribucién binomial de pardmetros

N=20yp="%.
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Binomial N=20 p=0,5

015
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La distribucién binomial es mds general. Representa la cantidad de
éxitos obtenidos en un cierto nimero de experimentos idénticos que
pueden ser exitosos con probabilidad p y fallar con probabilidad 1 - p.
El valor N representa el nimero de experimentos repetidos y se rela-
ciona con el tamafio del espacio muestra: los nameros entre 0 y N. Los
siguientes graficos representan distribuciones binomiales para 20 repe-
ticiones de un mismo experimento —esto es, N = 20— para valores de
p iguales a %, %5 y %5 respectivamente.

Binomial N=20 p=1/6 Binomial N=20 p=1/3

010 0.15 020 025
1 1 1

25

J

0.05

0.00
L

0.00
L

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 8 8 10 12 14 16 18 20
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Binomial N=20 p=2/3

0.10
1
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1

0.00
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Vemos que, en cada caso, el grifico se asemeja a una campana que se
desplaza hacia la derecha a medida que aumenta el valor de p. Obser-
vamos que la cima de la campana se encuentra cerca del valor N x p.
Esto se relaciona con el promedio de la distribucién, que estudiaremos
en el capitulo 8. En el primer grafico, N x p = 20 x % = 3. Un calculo
similar permite predecir la posicién de la cima de la campana para los
otros casos.

Finalmente, representamos en una misma escala los grificos de
distribuciones binomiales con p = %, pero con cantidades de experi-
mentos iguales a 50,100 y 150 respectivamente. Vemos que el grifico se
vuelve més “pequefio” a medida que la cantidad de experimentos crece.
Esto se debe a que las probabilidades de obtener cada uno de los nime-
ros son cada vez mds pequefas. Dicho de otro modo, el espacio muestra
crece con el valor N, y la distribucién de probabilidad tiene que repar-
tirse entre un mayor nimero de posibilidades.

Binomial N=50 p=1/2 Binomial N=100 p=1/2

0.08 0.2
I L
0.08 0.12
L L

0.04
1
0.04
L

0.00
L

0.00
L

0 3 6 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 0 6 13 21 29 37 45 53 61 69 77 85 93
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Binomial N=150 p=1/2
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1

0.00
L

0 8 17 28 39 50 61 72 83 94 106 120 134 148

La tabla de Galton: la ley binomial se puede simular mediante un dis-
positivo conocido como tabla de Galton. Se trata de una tabla vertical
con clavos dispuestos de manera alternada. Cuando se deja deslizar
una gran cantidad de bolas diminutas por su superficie, estas golpean
los clavos desordenadamente y se depositan en la base de la tabla,

formando el gréifico de una distribucién binomial.

LA LEY GAUSSIANA

Los grificos de distribuciones binomiales tienen la forma de una
campana. M4s abajo, hemos representado en un mismo gréfico una dis-
tribucién binomial y una curva conocida como campana de Gauss o
curva gaussiana. Esta es el andlogo de un grifico de distribucién para
una distribucién de probabilidad que no es discreta —una distribucién
de probabilidad continua— conocida como la ley gaussiana. Las proba-
bilidades de los eventos asociados a la ley gaussiana se entienden como
el drea contenida bajo porciones adecuadas de la campana, aunque esta
interpretacién es menos transparente que en el caso de distribuciones
discretas. Ya aclararemos este concepto en nuestra discusién de variables
aleatorias en el capitulo 8.
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Binomial N=50 p=1/2 y curva Gaussiana
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El grifico anterior muestra que la distribucién binomial se puede
aproximar por una distribucién continua, la ley gaussiana. Esta obser-
vacién se debe originalmente a Abraham de Moivre y marca el descu-
brimiento del teorema del limite central en su versién mas elemental.
Como veremos mids adelante, este teorema es muchisimo mds general y
se relaciona con la ley de los errores de Gauss, de donde la ley gaussiana
recibe su nombre.

Dado que aparece en una gran variedad de contextos, la ley gaus-
siana se conoce también como “ley normal”. Es omnipresente en la teo-
ria de procesos estocdsticos, que discutiremos en el capitulo 9. En ese
contexto, caracteriza la posicién de un objeto que se desplaza aleatoria-
mente o el precio de una accién en la bolsa. También aparece al caracte-
rizar los errores de medicién y la distribucién de cantidades estadisticas
provenientes de una multitud de situaciones. En general, caracteriza la
ley de sistemas cuyo comportamiento se mantiene cercano al promedio.
En efecto, una gran proporcién del drea bajo la campana de Gauss se
concentra cerca de su cima. Las probabilidades representadas por las
partes mds achatadas de la campana son pequefias.

Existen distribuciones continuas muy distintas a la ley gaussia-
na que retratan situaciones en las que la mayoria de los eventos son
cercanos al comportamiento promedio, pero en las que existen eventos
extremadamente atipicos de probabilidad no despreciable. Estas leyes se
conocen como leyes de colas pesadas, nombre que se refiere al hecho
de que la curva que representa su grafico no se vuelve pequefia tan ra-
pidamente como la campana de Gauss. La magnitud de los sismos cae
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dentro de esta categoria: la mayoria de los sismos son benignos, pero,
cada cierto tiempo, ocurre un sismo mayor.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fue ciertamente una de las mentes
mis brillantes de la historia de la humanidad. Contribuyé de manera
crucial a la matemdtica, la fisica y la astronomia, desde muy temprana
edad. Gauss se negaba a publicar sus descubrimientos si los conside-
raba incompletos o insuficientemente buenos. En sus apuntes perso-

nales, escondi6 tesoros matemdticos muy adelantados para su época.

POI1SSON: LA LEY DE LO IMPROBABLE

Obtuvimos la ley gaussiana a partir de la ley binomial al conside-
rar una gran cantidad de experimentos con una probabilidad razonable
de éxito. Cuando esta probabilidad de éxito es muy pequefia, la situacién
es completamente diferente y lleva una distribucién muy distinta a la
gaussiana. Observamos a continuacién el grifico de una distribucién
binomial de parimetro N = 50 y p = 0,02 y la contraponemos con el
grifico de una nueva distribucién conocida como la distribucién de
Poisson. La distribucién de Poisson es una distribucién discreta, aun-
que su espacio muestral se extiende a todos los nimeros naturales y es,
por lo tanto, infinito.

Aol s L Distribucion de Poisson
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La distribucién de Poisson se asocia a los eventos extremadamente ra-
ros. Fue observada por el economista y estadistico polaco Ladislaus Bor-
tkiewicz (1868-1931) al analizar las muertes por pateaduras de caballo
en el ejército prusiano a lo largo de 20 afos. El matemdtico Siméon
Poisson descubrié6 esta ley en 1837 al estudiar la distribucién del nime-
ro de convicciones equivocadas.

En un contexto general, la distribucién de Poisson caracteriza el
numero de ocurrencia de eventos de baja probabilidad durante un inter-
valo de tiempo dado. Se relaciona con los tiempos de llegada de clientes en
una cola o de buses en paraderos, con el decaimiento radiactivo de nicleos
pesados y con las mutaciones genéticas. La comprobacién de la naturaleza
aleatoria de estas ultimas se debe a los célebres experimentos de Salvador
Luria y Max Delbriick de 1943. Esta ley también se aplica a contextos
mis insdlitos, como el nimero de ataques de tiburones. Heuristicamente,
la ley de Poisson aparece cuando se da un gran nimero de oportunidades,
cada una de las cuales resulta con una probabilidad muy pequefia.

Siméon Poisson (1781-1840) fue un matemaitico francés recordado
especialmente por sus contribuciones al andlisis matemadtico y a sus
aplicaciones a la fisica e ingenieria.

Si bien la ley de Poisson lleva su nombre, esta distribucién apare-
cié anteriormente en trabajos de Abraham de Moivre que datan de

1711. Seria justo renombrar esta ley como ley de De Moivre.

LA LEY DE BENFORD

Supongamos que queremos inventar datos. Por ejemplo, tenemos
una lista con datos incompletos que queremos rellenar, o crear tran-
sacciones ficticias en una declaracién de impuestos. ;Cémo generamos
estos datos de manera creible? Lo mds probable es que recurramos a la
distribucién uniforme. Asi, ningin nimero es sobrerrepresentado y el
resultado es genuinamente aleatorio. La evidencia muestra que la rea-
lidad no es asi. Los nimeros aparecen segin una ley propia conocida
como la ley de Benford.

Empezamos nuestra discusién en un dmbito muy preciso: las ta-
blas de logaritmos. Los logaritmos son omnipresentes en la fisica y es
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muy importante conocer sus valores numéricos. Antes del advenimiento
de las calculadoras, calcular un logaritmo podia ser muy trabajoso. Para
esto, existian libros con tablas de logaritmos. El astrénomo Simon New-
comb observé en 1881 que las primeras paginas de estos libros estaban
mis gastadas que las siguientes, mostrando que eran utilizadas mds a
menudo. Estas pdginas contienen los nimeros cuyo logaritmo empieza
con el digito 1, mostrando que la mayoria de las cantidades fisicas de
interés tienen un logaritmo que empieza con el digito 1.

Benford analizé en 1937 mds de 20.000 datos numéricos de
distintos dmbitos y observé que el digito 1 aparecia sistemdticamente
en la primera posicién con mayor frecuencia que los otros digitos. Los
datos analizados son tan diversos como nimeros apareciendo en tapas
de revistas, dreas de rios, tablas matemadticas, tamafios de poblaciones
y cantidades fisicas. Realizé un anilisis estadistico de la frecuencia de
aparicién de los distintos digitos que aparecen en la primera posicién de
estos nimeros, obteniendo una distribucién de probabilidad conocida
como la ley de Benford.

La ley de Benford es una simple distribuciéon de probabilidad so-
bre los nimeros del 1 al 9 que se grafica a continuacion.

Ley de Benford

0.00 0.05 0.10 0.15 020 0.25 030 0.35

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Vemos en particular que el nimero 1 tiene una probabilidad cercana
a 30%, mucho mayor que la probabilidad % que le asignaria la proba-
bilidad uniforme y mayor a la probabilidad asociada a los digitos mds
grandes. Notamos que el verdadero valor correspondiendo al digito 1 es,
con mayor precisién, aproximadamente igual a 0,306, que, a su vez, es
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cercano al logaritmo de 2. La frecuencia del digito 2 es, por otro lado,
aproximadamente igual a la diferencia entre los logaritmos de 3 y de 2.

Esto nos da una herramienta para testear la veracidad de ciertos
datos que sospechamos fraudulentos. Datos reales, a menudo, deberian
parecerse a la ley de Benford mds que a la distribucién uniforme.

Podemos argumentar que los datos que utilizamos estdn calibra-
dos segun alguin sistema de unidades mas o menos arbitrario —como
kilémetros o millas— y que la ley de Benford pudiera ser una particu-
laridad de nuestro sistema métrico. Resulta que la altura de los mayores
edificios del mundo sigue la ley de Benford sin importar si son medidos
en metros o en pies.

Este es un ejemplo de universalidad. Algunas leyes de probabi-
lidad aparecen en contextos dispares que comparten algunas vagas ca-
racteristicas. La ley gaussiana es un ejemplo de universalidad. La ley
de Benford pareciera ser la norma para grandes cantidades de datos de
la vida cotidiana cuyo tamafo varia apreciablemente, es decir, bases de
datos con datos pequefios, moderados, grandes y muy grandes.

Algunos datos, sin embargo, distan de seguir la ley de Benford,
como cantidades provenientes de manuales de ingenieria o ciertas cons-
tantes fisicas.
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LA PROBABILIDAD CONDICIONAL

La probabilidad condicional es un concepto central de la teoria de
probabilidades. Bdsicamente, consiste en restringir el universo de posi-
bilidades, creando asi un nuevo espacio de probabilidad mas pequefio.

Varias paradojas nacen de un entendimiento erréneo de la proba-
bilidad condicional. La interpretacién correcta de algunos datos —como
los resultados de pruebas médicas— es un asunto de probabilidad con-
dicional.

LA PARADOJA DE LAS DOS HIJAS

Para empezar, discutiremos algunas variantes de una misma his-
toria. La paradoja de las dos hijas es un problema cldsico de probabili-
dad introducido en 1959 por el matematico Martin Gardner, uno de los
pioneros de la divulgacién matematica.

Una pareja tiene dos hijos/hijas. ;Cudl es la probabilidad de que ambas

sean mujeres?

Es sabido que la probabilidad de que nazca una mujer es levemente mds
elevada que la probabilidad de que nazca un hombre. Sin embargo, para
simplificar el problema, supondremos que ambas probabilidades son
iguales a %. Listemos todas las posibilidades para el sexo de dos hijos:
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Primer hijo/hija Segundo hijo/hija
Mujer Mujer
Mujer Hombre

Hombre Mujer
Hombre Hombre

Estas cuatro alternativas tienen todas la misma probabilidad, que debe,
por lo tanto, ser igual a %. La probabilidad de que ambos hijos/hijas
sean mujeres es igual a %.

Veamos cémo cierta informacién adicional puede afectar el pro-
blema. Consideremos la siguiente situacién:

Una pareja tiene dos hijos/hijas. Sabemos que la menor es mujer. 3 Cudl es

la probabilidad de que ambas sean mugeres?

El problema equivale a determinar el sexo del segundo hijo. Ahora, el
sexo del primer y del segundo hijo son cantidades independientes. Por
lo tanto, sin importar el sexo del primer hijo, la probabilidad de que
el segundo sea mujer es %. La informacién adicional no modifica el
problema.

La siguiente variante es mucho mds interesante:

Una pareja tiene dos hijos/hijas. Sabemos que al menos uno de ellos es

muger. 3Cudl es la probabilidad de que ambas sean mujeres?

Es tentador razonar de la manera siguiente: el sexo del primer y del
segundo hijo son cantidades independientes. Por lo tanto, sin importar
que sabemos que ya hay una hija, la probabilidad de que el otro sea mu-
jer debe ser %. Esto es incorrecto.

Para obtener la respuesta correcta, tenemos que volver a lo basico
y calcular el cociente entre el nimero de posibilidades favorables y el
nimero de posibilidades totales. Aqui es donde la informacién adicio-
nal entra en juego. Sabemos que hay al menos una hija, por lo tanto, el
numero de posibilidades totales se reduce a tres: las tres primeras posibi-
lidades listadas en la tabla de mds arriba. Estas tienen cada una la misma
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probabilidad de ocurrir. De estas tres, solo la primera corresponde a una
situacién favorable. Por lo tanto, la probabilidad es %.

Este es un ejemplo de probabilidad condicional: el conocimiento
de cierta informacién adicional nos permite restringir los casos posibles
y trabajar con un espacio muestral mds pequefio.

Martin Gardner (1914-2010) fue un prolifico autor de obras de di-
vulgacién cientifica. Escribié durante 25 afios una columna de juegos
matemdticos en los que presentaba la matematica de forma accesible
y entretenida. Fue un pionero de la divulgacién matemitica y de la
matemadtica recreacional, y un ingenioso creador de puzles mentales
como la paradoja de las dos hijas. Fue también un gran admirador de
la obra del eximio matematico inglés Charles Dodgson, mejor co-
nocido como Lewis Carroll y como autor de Alicia en el Pais de las

Maravillas. Gardner publicé una versién anotada de Aicia.

LA PROBABILIDAD CONDICIONAL

Aprendimos a calcular la probabilidad de un evento calculando el
cociente del nimero de casos favorables y del nimero de casos totales.
Por ejemplo, para calcular la probabilidad de que el ndmero arrojado por
un dado sea par, contamos los casos favorables —tres casos exactamen-
te— y los casos totales —seis casos en total—. La probabilidad es, por
lo tanto, 3/6 = % = 0,5.

Ahora, ;cudl es la probabilidad de que el numero arrojado por un
dado sea par si sabemos ademids que el resultado es estrictamente mayor
que 3? El nimero de casos posibles se redujo: ahora, solo tenemos que
tomar en cuenta los resultados 4, 5 y 6. De estos tres valores, solo el 4
y el 6 son nimeros pares. Luego, la probabilidad buscada es % = 0,66.
Matematicamente, decimos que la probabilidad condicional de que el
numero arrojado por el dado sea par dado que este nimero es estricta-
mente mayor que 3 es %.

En general, pensemos que tenemos un espacio muestral sobre el
cual se define una medida de probabilidad mediante algtin experimento.
Luego, incorporamos informacién al problema: sabemos que el resulta-
do del experimento cae dentro de un subconjunto del espacio muestral.
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Llamaremos A a este subconjunto. Se trata de calcular la probabilidad
de ocurrencia de alguna de las posibilidades tomando en cuenta que
tiene que estar dentro de A: esto es, su probabilidad condicional dado A.

Si una posibilidad no cae dentro de A, su probabilidad condicio-
nal dado A es igual a 0. Pero, si cae dentro de A, tenemos que tomar en
cuenta su probabilidad de ocurrencia. Calcular esta nueva probabilidad
es sencillo. La probabilidad condicional dado A es una medida de pro-
babilidad, por lo que debe asignarle probabilidad igual a 1 a su espacio
muestral. Es decir, la probabilidad condicional de A dado A es igual a 1.
Para calcular la probabilidad condicional de un elemento de A, basta con
calcular su probabilidad original y dividirla por la probabilidad de A.

No tendremos que recurrir a estos argumentos abstractos. Para
todos los efectos, cuando sea necesario calcular una probabilidad condi-
cional, solo seremos cautelosos en identificar el nuevo espacio muestral
y calcular el cociente entre casos favorables y casos totales.

FaLsos posiTIvVOS

El siguiente ejemplo nos muestra cémo se deben interpretar los
resultados de pruebas médicas:

Una cierta enfermedad tiene una prevalencia de 1/1.000, es decir, una de
cada mil personas tiene la enfermedad en promedio. Existe una prueba
médica que siempre arroja un resultado positivo cuando una persona tiene
la enfermedad. Sin embargo, la probabilidad de un falso positivo es de
5%: la probabilidad de que un individuo sano tenga un resultado positivo
es 5%. Dicho de otro modo, la probabilidad condicional de que el test dé

positivo dado que el individuo es sano es de 5%.
La pregunta que intentaremos contestar es:

Si una persona obtiene un resultado positivo, scudl es la probabilidad de

que tenga la enfermedad?

Afortunadamente, esta probabilidad no es 95%. Tenemos que leer los
datos con cuidado. 5% corresponde a la probabilidad condicional de que
el test sea positivo dado que el individuo estd sano. Por lo tanto, 95% co-
rresponde a la probabilidad condicional de que el test sea negativo dado
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que el individuo esta sano. Nos interesa la probabilidad condicional de
que el individuo esté enfermo dado que el test es positivo.

Sabemos que solo una persona de cada mil tiene la enfermedad.
También sabemos que 5% de estas mil personas, es decir, 50 personas,
tendrdn un test positivo a pesar de estar sanas. Es decir, el test resultard
positivo 1 + 50 = 51 veces. Si el test de una persona es positivo, es mu-
chisimo mds probable que se trate de uno de los falsos positivos. Luego,
la probabilidad buscada debe ser bastante pequeia.

Volviendo a nuestro cdlculo: nuestro espacio de probabilidad se
reduce a los casos en que el test es positivo: 51 casos. De estos 51 casos,
solo uno corresponde a una persona enferma. Es decir, la probabilidad
condicional de que una persona tenga la enfermedad dado que el test es
positivo es 1/51, un poco menos de 2%.

De modo que, aun si el test resulta positivo, no hay motivo para
entrar en panico. Hay una probabilidad sobre 98% de estar sano a pesar
de todo.

Dejamos una pregunta abierta para el lector: scudl es la probabili-
dad de que una persona esté enferma si el resultado del test fue positivo
en dos oportunidades?

La regla de Bayes: en situaciones mds complejas, los problemas de
este tipo se resuelven usando el teorema de Bayes o ley de Bayes. Esta
ley permite “invertir” las probabilidades condicionales. Por ejemplo,
conociendo la probabilidad de que una prueba médica arroje un re-
sultado positivo dado que una persona estd enferma, podemos inferir
la probabilidad de que una persona esté enferma dado que el test re-
sulté positivo, tal como procedimos en el ejemplo anterior. Nuestro
procedimiento fue elemental. El problema se complica si incluimos la
posibilidad de falsos negativos.

Thomas Bayes (1701-1761) fue un estadistico inglés. Una de
las corrientes principales de la estadistica lleva su nombre: la estadis-
tica bayesiana, que incorpora la nocién subjetiva de probabilidad que

mencionamos en la introduccién.
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TAXISTA EN FUGA

El siguiente problema se encuentra en un articulo de Amos
Tverski, de la Universidad de Stanford, y Daniel Kahneman, de la Uni-
versidad de British Columbia. A grandes rasgos, Tverski y Kahneman
estudiaban el comportamiento de individuos frente a situaciones que
involucran probabilidades y ponen de manifiesto que nuestra intuicién
nos puede llevar a conclusiones equivocadas.

El problema es el siguiente:

En una ciudad, operan dos compariias de taxis: los taxis verdes y los taxis
azules. Se sabe que 85% de los taxis son verdes y 15% son azules.

Una noche, un taxista comete una imprudencia, provoca un grave ac-
cidente de transito y se da a la fuga.

¢ Cudl es la probabilidad de que se trate de un taxi azul?

La respuesta a este problema es sencilla: esta probabilidad es igual a
15%. Agreguemos nueva informacién:

Un dnico testigo identifica el taxi como un taxi azul.
¢ Cudl es la probabilidad de que el taxi involucrado en el accidente sea

un taxi azul?

Curiosamente, el nuevo dato no nos permite llegar a una conclusién.
Sigamos con la historia:

El juez encargado del caso diseria el siguiente experimento para deter-
minar la confiabilidad del testigo: bajo las mismas circunstancias que el
accidente, es decir, en el mismo lugar, a la misma hora y con las mismas
condiciones de luminosidad, se le pide al testigo de identificar taxis como
verdes o azules. El testigo acierta §0% de las veces.

¢Cudl es la probabilidad de que el taxi involucrado en el accidente sea

realmente un taxi azul?

A primera vista, pareciera muy probable que el taxi sea efectivamente
azul, ya que la tasa de éxito del testigo es altisima.

Para resolver este problema, tenemos que identificar correctamen-
te algunas probabilidades condicionales. Lo que intentamos averiguar es

77



la probabilidad condicional de que el taxi sea azul dado que el testigo
lo identificé como azul. Nuevamente, se trata de contar correctamente.

Para simplificar el problema, digamos que hay 100 taxis en la
ciudad. 85 de ellos son verdes y 15 son azules. El nimero de casos fa-
vorables en este problema es el nimero de taxis azules que el testigo
identifica correctamente como azules. El nimero de casos totales es el
numero total de taxis que el testigo identifica como azules. La probabi-
lidad buscada es el cociente de estos dos nimeros.

Contemos primero los casos favorables: de los 15 taxis azules,
solo el 80% es identificado correctamente como azul, es decir, 12 taxis.

Los casos totales son de dos tipos: los taxis azules identificados
como azules y los taxis verdes identificados erréneamente como azules.
Ya sabemos cudntos son del primer tipo: 12. De los 85 taxis verdes, el
20% es identificado incorrectamente como azul: 17 taxis. En resumen, el
numero total de taxis identificados como azules es 12 + 17 = 29.

La probabilidad buscada es entonces igual a 12/29: un poco mads
de 41%. Es decir, aunque el taxi haya sido identificado como azul, hay una
probabilidad de més de 50% de que se trate en realidad de un taxi verde.
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TRES PUZLES CON EL NUMERO 3

El mundo de las probabilidades abunda en puzles y paradojas que de-
safian la intuicién. Daremos tres ejemplos que ya pertenecen al folclore
de esta disciplina.

EL jueco pE MonTY HALL

A pesar de estar rodeados de azar, pensar probabilisticamente no
es facil. Por lo mismo, es muy fécil engafar a la intuicién. El mejor
ejemplo de esto es un peculiar concurso de la televisién norteamericana
que hoy en dia lleva el nombre del anfitrién del show: el problema de
Monty Hall. El problema es muy fécil de formular, pero la respuesta es
tan sorprendente que la mayoria de las personas —incluso los matema-
ticos— tarda mucho en convencerse de que es correcta. Aqui va:

Hay tres puertas cerradas en un set de television. Tras una de ellas, hay
un auto cero kildmetros; tras las dos otras, una cabra. Solo el anfitrion sabe
donde estd el auto. El concursante debe elegir una puerta. Si adivina qué
puerta esconde el auto, se lo lleva de premio.

jAbora es cuando el juego se vuelve interesante! El concursante elige
una puerta, digamos la puerta niimero 1. Acto seguido, el anfitrion abre
una de las otras puertas, tras la cual sabe que hay una cabra —digamos la
niimero 2—y le ofrece al concursante la posibilidad de cambiar su eleccion
original y elegir la puerta niimero 3.

¢ Cudl es la mejor estrategia? ;Cambiar de puerta o mantener la elec-

cion original?
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La primera respuesta que viene a la mente es la siguiente: una
vez que eliminamos la puerta nimero 2, solo hay dos posibilidades para
la ubicacion del auto: la puerta nimero 1 y la puerta nimero 2. Luego,
la probabilidad de que el auto se encuentre tras la puerta nimero 1 es
Y y lo mismo para la probabilidad de que el auto se encuentre tras la
puerta nimero 3. Por lo tanto, quedarse con la puerta original o cam-
biar es irrelevante.

Esta respuesta es la que gran parte de nosotros daria. Es extrema-
damente natural. Desgraciadamente, es incorrecta.

Para encontrar la solucién correcta, una vez mds, tenemos que
contar las distintas posibilidades cuidadosamente. Al inicio, la probabi-
lidad de que el auto se encuentre tras cualquiera de las tres puertas es %4.
En este sentido, la eleccién original de la puerta es irrelevante, por lo que
supondremos que el concursante elige la puerta nimero 1.

La siguiente tabla ilustra todos los posibles casos:

Puerta 1 Puerta 2 Puerta 3 Si se queda Si cambia
Auto Cabra Cabra Gana Pierde
Cabra Auto Cabra Pierde Gana
Cabra Cabra Auto Pierde Gana

En el primer caso, el auto se encuentra tras la puerta nimero 1. El an-
fitrién abrird cualquiera de las otras dos puertas. Si el concursante se
queda, gana; si no, pierde.

En el segundo caso, luego de que el concursante elige la puerta
numero 1, el anfitrién solo puede abrir la puerta nimero 3, ya que el
auto se encuentra tras la puerta numero 2. En este caso, si el concursante
se queda con la puerta nimero 1, pierde.

El tercer caso es similar. El anfitrién solo puede abrir la puerta
numero 2 y el concursante deberia cambiarse a la puerta nimero 3
para ganar.

Luego, en dos de los tres casos, cambiarse de puerta es la estra-
tegia ganadora. ;Por lo tanto, la probabilidad de ganar cambidndose de
puerta es %! Conclusién: cambiarse de puerta aumenta nuestras chances
de ganar.

Otra forma de razonar es la siguiente: originalmente, la probabi-
lidad de que el auto esté tras la puerta nimero 1 es %3. Esta probabilidad
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no puede cambiar por el mero hecho de abrir una de las otras dos puer-
tas. Por lo tanto, como las probabilidades deben sumar 1, la probabilidad
de que el auto se encuentre tras la otra puerta sin abrir debe ser 2.

A pesar de comprobar que la mayoria de los concursantes que
cambian de puerta ganan, muchos televidentes no se convencieron de
la respuesta correcta y siguieron creyendo que la probabilidad de ganar
queddndose con la puerta original es igual a %. Es decir, incluso obser-
vando la frecuencia de ganadores y perdedores, que estaba claramente a
favor de aquellos que cambiaban de puerta, no fueron capaces de volver
a estimar esta probabilidad. Asi funciona la mente humana: no somos
tan buenos para las probabilidades.

Dato curioso: se han conducido experimentos del tipo Monty
Hall con palomas. Las palomas ripidamente aprendieron que les con-
venia cambiar de puerta. Algunos animales son mejores que nosotros
en lidiar con situaciones inciertas. Aprenden a reaccionar basados en su
experiencia, es decir, estimando las frecuencias observadas. En nuestro
caso, es posible que nuestra poca acertada intuicién no nos permita ac-
tualizar nuestra apreciacién subjetiva de la probabilidad de un evento,
llevindonos a errores repetidos.

La PARADOJA DE LAS TRES CAJAS

El problema de Monty Hall es muy similar a un problema mucho
mds antiguo conocido como la paradoja de Bertrand o la paradoja de las
tres cajas.

Hay tres cajas. La primera contiene dos monedas de plata; la segunda,
dos monedas de oro; la tercera, una moneda de plata y una moneda de oro.

Se elige una caja al azar y, luego, se elige al azar una de las dos mone-
das que contiene esa caja. Resulta ser una moneda de oro.

¢Cudl es la probabilidad de que la segunda moneda también sea de oro?

Tal como en el problema de Monty Hall, hay solo dos posibilidades
para la segunda moneda: plata u oro. Por lo tanto, la probabilidad de
que la segunda moneda también sea una moneda de oro es %2. Nue-
vamente, esta respuesta es incorrecta y, nuevamente, basta con contar
cuidadosamente las distintas posibilidades para calcular correctamente
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esta probabilidad. De nuevo, esto reduce a un cilculo cuidadoso de pro-

babilidades condicionales.

Al elegir primero una caja y luego las monedas una tras otra, hay

seis posibilidades, retratadas en la siguiente tabla:

Caja Primera moneda Segunda moneda
Numero 1 Plata Plata
Plata Plata
Numero 2 Oro Oro
Oro Oro
Numero 3 Plata Oro
Oro Plata

Hay solo tres posibilidades para que la primera moneda sea una moneda
de oro: los casos 3,4y 6. De estos tres casos, solo los casos 3 y 4 brindan
una segunda moneda de oro. Luego, dos de los tres casos posibles son

tavorables y la probabilidad buscada es %4.

La PARADOJA DE LOS TRES PRISIONEROS

La paradoja de los tres prisioneros funciona de manera parecida.
Existen multiples variantes, de las cuales presentaremos solo una. La
solucién se deja como ejercicio para el lector.

Hay tres prisioneros: Alberto, Bernardo y Claudio. Uno de ellos, escogido
al azar, serd ejecutado y los otros serdn liberados. El guardia escuchd que
Bernardo iba a ser liberado y esta es toda la informacion de la que dispone.
Alberto, que no sabe si morird, quiere enviarle una carta a su familia. Como
solo un prisionero serd ejecutado, o bien Bernardo o bien Claudio (0 ambos)
saldrdn libres y podrdn llevar la carta. Alberto le pide al guardia que, de
saberlo, le indique el nombre de uno de los prisioneros que serd liberado.

El guardia razona de la manera siguiente: si doy el nombre de Ber-
nardo, la probabilidad de que Alberto sea ejecutado sube de ¥s a . Por lo

tanto, mejor no digo nada.
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Finalmente, el guardia accede y da el nombre de Bernardo. Claudio
escucho el didlogo y piensa: ahora, la probabilidad de que yo sea ejecutado
subid de ¥ a 2.

¢ Quién tiene la razon? ;Claudio o el guardia?
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VARIABLES ALEATORIAS Y ESPERANZAS

El titulo de este capitulo es engafioso. Por esperanza no nos referimos a
ese sentimiento hermoso que nos ilumina el futuro, sino que a un objeto
central de la teoria de probabilidades.

Cuando lidiamos con eventos azarosos, calculamos probabili-
dades para cuantificar las chances de ocurrencia de cada posibilidad.
Cuando lidiamos con cantidades azarosas, nos interesa calcular su pro-
medio. En teoria de probabilidades, un valor azaroso se conoce como
variable aleatoria.

Por ejemplo, en un juego de cara o sello, A y B apuestan cada
uno 10 doblones. Si sale cara, A se lleva los 20 doblones; si sale sello, B
se los lleva. Con probabilidad %, A se llevara 10 doblones adicionales
a su apuesta inicial, mientras que, con probabilidad %, perderd los 10
doblones que aposté. Dicho de otro modo, A gana 10 doblones con
probabilidad % y pierde 10 doblones con probabilidad ¥%. Por lo tanto,
en promedio, no gana nada y no pierde nada. Asi, al final del juego, A
tendra, en promedio, 10 doblones.

Recordemos que en el juego de dados del Caballero de Méré el
jugador tiene una probabilidad levemente mayor que %2 de ganar. Si el
jugador y la casa apuestan 10 doblones, el jugador ganara 10 doblones
con probabilidad levemente mayor que % y perdera 10 doblones con
probabilidad levemente menor que %. Por lo tanto, su ganancia promedio
serd positiva. La casa, por otro lado, tiene una “ganancia” promedio ne-
gativa, es decir, en promedio, pierde dinero.

En la teoria de probabilidades, esta ganancia promedio se co-
noce como valor esperado o esperanza. Los términos promedio, valor
esperado y esperanza son sinénimos. Cuando nos referimos a algo que
ocurre “en promedio”, nos referimos a alguna propiedad de la esperanza.
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Por ejemplo, a menudo diremos que una cantidad es cero en promedio.
Significa que la variable aleatoria correspondiente tiene esperanza igual
a cero. Ya veremos cémo se calculan las esperanzas en casos concretos.

LA PARADOJA DE LA CORBATA

Como todos los conceptos de la teoria de probabilidades, el pro-
medio o esperanza da lugar a paradojas extraordinarias. La primera pa-
radoja que enunciaremos se conoce como la paradoja de la corbata.

Dos hombres, Ay B, reciben cada uno una corbata para Navidad de parte
de sus esposas y debaten acerca de quién recibid la corbata mds cara. Para
zanjar la discusion, deciden preguntar a sus respectivas esposas el precio de
sus respectivas corbatas, no sin antes involucrarse en la siguiente apuesta
absurda: jel que recibid la corbata mds cara se la regala al otro!

El razonamiento de A es el siguiente: tengo una probabilidad > de
tener la corbata mds cara; en este caso, pierdo el valor de mi corbata. Por
otro lado, tengo una probabilidad Y de tener la corbata mds barata; en
este caso, gano un valor mayor al valor de mi corbata. Luego, en promedio,
tengo una ganancia positiva. Por supuesto, B razona de la misma manera.

Por lo tanto, pareciera que el juego es favorable simultdneamente para
ambos jugadores.

¢ Cdmo es esto posible?

Por supuesto, hay un error en este razonamiento. La paradoja desapare-
cerd una vez que tengamos un concepto mds claro de promedio.

EL PROMEDIO O VALOR ESPERADO

Una variable aleatoria es una cantidad aleatoria. Por ejemplo, el
resultado de lanzar un dado es una variable aleatoria que toma valores
entre 1 y 6. Esta variable aleatoria asume cualquiera de estos valores
con probabilidad ¥%. En cara o sello, podemos codificar los resultados
a través de numeros. Podemos asignarle a cara el nimero 1y a sello, el
numero 0. Asi, el resultado de tirar una moneda es una variable aleatoria
que puede tomar los valores 0 o 1. En probabilidades, una variable alea-
toria que puede asumir solo dos valores distintos se conoce como una
variable aleatoria de Bernoulli.
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Pensemos ahora que apostamos 10 doblones en un juego de cara
o sello. La ganancia es una cantidad aleatoria o variable aleatoria. Toma
el valor 10 cuando ganamos, lo que ocurre con probabilidad %, y el va-
lor -10 cuando perdemos, también con probabilidad %. Puede resultar
extrafio hablar de ganancias negativas, pero es matemdticamente con-
veniente tratar las ganancias y las pérdidas de manera unificada. El pro-
medio o esperanza de esta variable aleatoria es igual a 0, aunque esta
no asuma nunca el valor 0. Esto puede ilustrarse de la siguiente mane-
ra: supongamos que tenemos una balanza sobre la cual disponemos los
doblones. A la derecha ponemos los 10 doblones que ganariamos con
probabilidad %2 y a la izquierda los 10 doblones que perderiamos con
probabilidad ¥2. La balanza no se inclina en ninguna direccién. El juego
es balanceado de algiin modo. Es un juego justo.

El promedio, valor esperado o esperanza nos da una medida de
las cantidades aleatorias. Para calcularla, tenemos que contabilizar todos
sus valores posibles y ponderarlos por su respectiva probabilidad.

Kolmogorov y la nocién de promedio: Kolmogorov no solo formulé
los axiomas de la probabilidad, sino que también caracterizé el con-
cepto de promedio en base a algunas propiedades simples. Su genial
abstraccién de la nocién de promedio cubre, entre otros, las versiones
mids familiares, que son la media aritmética, la media geométrica y la

media arménica.

Calculemos algunas esperanzas. Volvamos al cara o sello codificado por
0y 1. La variable aleatoria que nos da el resultado del juego toma el va-
lor 1 con probabilidad %: y el valor O con probabilidad %5. La esperanza
esigual a 1 x %2 + 0 x % = %. Aun si nuestra variable aleatoria nunca
asume el valor %2, su esperanza o promedio es igual a 5.

¢Cul es la esperanza del resultado obtenido al tirar un dado? Los
valores posibles de esta variable aleatoria son los nimeros del 1 al 6, cada
uno obtenido con probabilidad %. La esperanza es:

1xYe+2xVe+3xVet+4x Yo+ 5xYe+6x%=21/6=3,5

Este valor se encuentra entre el 3 y el 4. Esto es razonable: hay tres
nimeros menores que 3,5 y tres nimeros mayores que este valor. La
esperanza los separa equitativamente.
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Cuando y cuanto apostar: en un juego justo, la esperanza de la ga-
nancia es 0. En cara o sello, es claro que ambas partes tienen que
apostar la misma cantidad. Hay circunstancias mds complejas en las
que es posible inclinar esta esperanza a nuestro favor.

En el péker, podemos calcular en cualquier instante dado
nuestra probabilidad de ganar y tenemos que apostar para seguir en el
juego. Esto nos permite calcular la méxima apuesta que podemos pa-
gar para tener una esperanza positiva en nuestras ganancias. Si nuestra
probabilidad de ganar es p, nuestra probabilidad de perder es 1 - p. El
valor de nuestra apuesta, que representaremos por a, es la cantidad de
dinero que podriamos perder. El valor del pozo, denotado por b, es el
dinero que podriamos ganar. Es decir, ganamos b con probabilidad p
y perdemos a con probabilidad 1 - p. Nuestra ganancia promedio es
por lo tanto igual a b x p — a x (1 - p). Tenemos que asegurarnos de
que esta cantidad sea positiva. Observemos que esta cantidad decrece
cuando a crece y, si a es demasiado grande, se vuelve negativa; es decir,
perdemos dinero en promedio. Si se nos exige una apuesta demasiado

grande para seguir jugando, lo mds sensato es abandonar.

Existe una version de la ley de los nimeros grandes para variables alea-
torias. Supongamos que nuestra variable aleatoria proviene de algin
experimento. Cada vez que repitamos el experimento, esta tomard un
valor distinto. Al repetir este experimento varias veces, podemos consig-
nar estos valores y promediarlos; nos referimos al promedio aritmético
usual, no a la esperanza. La ley de los nimeros grandes nos dice que,
cuando realicemos un gran nimero de experimentos, este promedio serd
muy cercano a la esperanza de la variable aleatoria. Como en el caso de
la ley de los nimeros grandes para distribuciones de probabilidad, el
promedio aritmético de las variables aleatorias serd en general distinto
de la esperanza. Lo importante es que la diferencia entre estos valores
es pequefia comparada con la cantidad total de variables aleatorias. Esta
diferencia se caracterizard en el teorema central del limite.
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S.R. S. Varadhan y la teoria de grandes desvios: hay muchos mitos
acerca del probabilista indio S. R. S. Varadhan. Se dice de ¢l que re-
solvié un problema muy dificil subiendo unos pisos en ascensor y que
ide6 la teoria de grandes desvios queddndose sentado durante algunas
horas tras una pregunta de un colega.

Laley de los nimeros grandes asegura que el promedio aritmé-
tico de la suma de una gran cantidad de variables aleatorias idénticas
se acerca a la esperanza comun de estas variables aleatorias. Hay, sin
embargo, una probabilidad pequefia y evanescente de que estas can-
tidades difieran de manera significativa. La teoria de grandes desvios
caracteriza estos eventos atipicos. Nos permite estimar la probabilidad
de estos eventos de “grandes desvios” con respecto del promedio. En
situaciones mds complejas que las sumas de variables aleatorias, inclu-
so entrega informacién sobre las estrategias seguidas por los sistemas

para vencer la ley de los numeros grandes.

RESoOLVIENDO LA PARADO]JA DE LA CORBATA

Ahora que tenemos un conocimiento mds acabado de la nocién
de promedio, podemos resolver la paradoja de la corbata.

Supongamos, para fijar las ideas, que la corbata mds cara cuesta
20 doblones y la otra, 10 doblones.

Con probabilidad %2, A tiene la corbata mds barata y gana 20 do-
blones. Por otro lado, con probabilidad %, A tiene la corbata mas caray,
por lo tanto, pierde 20 doblones. Luego, la ganancia promedio de A es
20 x % - 20 x % = 0. Del mismo modo, la ganancia promedio de B es 0.

Era absurdo pensar que A y B tienen ambos una ganancia pro-
medio positiva. La realidad es que ambos tienen una ganancia promedio
igual a 0, es decir, el juego es justo.

Un cilculo mis general: en el cdlculo anterior, le asignamos un valor a
cada corbata para fijar las ideas. El resultado del cdlculo no depende del
valor preciso de las corbatas. Digamos que la corbata mds barata cuesta
X. La mis cara cuesta, por lo tanto, 2X. El jugador A tiene la corbata
de valor X con probabilidad %, en cuyo caso gana 2X. Asimismo, tiene
la corbata de valor 2X con probabilidad %. En este caso, pierde 2X. La

ganancia esperada es entonces igual a 2X x %2 - 2X x % = 0.
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EL DILEMA DEL PRISIONERO

El dilema del prisionero es un ejemplo cldsico de teoria de juegos
en el que la suerte de dos “jugadores” —los prisioneros— depende de su
disposicién a cooperar o traicionar. Consideraremos el problema origi-
nal y una variante que permite un andlisis probabilistico ms interesante.

La primera situacién es como sigue:

Un rico serior es asesinado en su hacienda. Las cdmaras de seguridad re-
gistran que dos personas, Ay B, ingresaron ilicitamente a la propiedad la
noche de los hechos. Por supuesto, ambos son sospechosos del asesinato, pero
también podria tratarse simplemente de dos ladrones que se encontraron en
el lugar equivocado en el momento equivocado. La sentencia por ingresar
ilegalmente a la propiedad es de un asio de cdrcel, mientras que la sentencia
por asesinato es de 14 arios.

Ay B son llevados a la comisaria, aislados el uno del otro e interroga-
dos separadamente. Ambos arriesgan al menos una condena de un ario por
violacion de propiedad privada.

Ll detective le propone a A el siguiente trato: si traiciona a su comparie-
ro, A queda libre y B es condenado a 14 atios por asesinato. Por supuesto, le
propone a B el mismo trato. Sin embargo, les advierte lo siguiente: si ambos
traicionan, ambos serdn condenados a 10 atios de carcel por complicidad,
pues, si bien la autoria del asesinato resultaria dudosa en este caso, esto de-

mostraria que ambos estdn involucrados en el asesinato de alguna manera.

La tabla siguiente ilustra las diferentes posibilidades:

A coopera A traiciona
B coopera A: 1 afio A: 0 afios

B: 1 afo B: 14 afios
B traiciona A: 14 afos A: 10 afios

B: 0 afios B: 10 afios

El razonamiento es sencillo. Cada uno debe traicionar. Si A traiciona, se
arriesga a lo mds a una condena de 10 afios y, en el mejor de los casos,
sale libre. Por otro lado, si coopera, se arriesga al menos a un afio de
carcel y, en el peor de los casos, a 14 afios de presidio.
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Podemos incluir algo de probabilidades en el razonamiento. Su-
pongamos que A confia plenamente en su compaiiero, es decir, la proba-
bilidad de que B traicione es igual a 0. Luego, al traicionar, A saldra libre
con plena certeza, mientras que, si coopera, cumplird un afo de condena.
Si, por otro lado, A considera que la probabilidad de que su compaiiero
lo traicione es igual a 1, A cumplird 10 afios de cdrcel al traicionar y 14
al cooperar. La decision es clara. Ahora, A puede considerar que la pro-
babilidad de ser traicionado es cercana a %. En este caso, al cooperar, A
cumplird una condena de un afo con probabilidad % y una condena de
14 afios con probabilidad %2, es decir, su condena promedio serd igual a
Y x1+%x14=7,5.Por otro lado, si A traiciona, cumplird una condena
de 0 anos con probabilidad % y una condena de 10 afios con probabili-
dad %, es decir, en este escenario, su condena promedio serd igual a 0 x
Y + 10 x ¥ = 5. Otra vez, la situacién es clara.

Se puede ver que, independientemente de la confianza de A en la
integridad de su compaiiero, traicionar es la opcién ganadora. Notemos,
sin embargo, que cooperar minimiza la suma de las condenas.

Compliquemos la situacion:

Supongamos que todo sigue igual salvo que, si A traiciona y B coopera,
entonces B es condenado a 14 arios por asesinato y A, a cinco arios por

complicidad; y viceversa.

La tabla siguiente ilustra la nueva situacién:

A coopera A traiciona
B coopera A: 1 afio A: 5 afios

B: 1 afo B: 14 afios
B traiciona A: 14 afios A: 10 afios

B: 5 afios B: 10 afios

La situacién es mucho mds compleja. Si A confia en que su compaiiero
cooperard, le conviene cooperar. Sin embargo, si cree que su compaiiero
lo traicionard, entonces es mejor traicionar también.

¢Qué pasa si A considera que la probabilidad de que su compa-
fiero lo traicione es igual a ¥2? En este caso, al cooperar, cumplird una
condena de un afio con probabilidad ¥ y una condena de 14 afios con
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probabilidad ¥%. Es decir, su condena promedio serd igual a 1 x %2 + 14
x ¥ =7,5. Por otro lado, en caso de traicionar, cumplird una condena de
cinco afios con probabilidad % y una condena de 10 afios con probabili-
dad %. En este caso, su condena promedio serd igual a 5 x %2 + 10 x %5 =
7,5. En promedio, ambas estrategias son equivalentes.

¢Qué hacer entonces? Si A le asigna a su compafiero una alta
probabilidad de traicionar, le conviene traicionar, pues esto le brinda una
menor condena promedio. Por el contrario, si cree que B cooperard con
alta probabilidad, entonces, cooperar le proporciona una menor condena
promedio.

La PARADOJA DE LOS DOS SOBRES

El calculo de promedios puede resultar engafioso, como lo refleja
la siguiente paradoja conocida como la paradoja de los dos sobres:

Hay dos sobres con dinero sobre una mesa. Ambos sobres estin sellados. Se
sabe que un sobre contiene el doble de dinero que el otro.

Una persona elige uno de los dos sobres y mira su contenido. Luego, se
le of rece la opcion de cambiar su eleccion original y quedarse con el dinero
del otro sobre.

s conveniente cambiar?

El razonamiento es el siguiente. La persona elige un sobre. Digamos
que contiene 20 doblones. Con probabilidad %2, es el sobre con menos
dinero y, por lo tanto, el otro sobre contiene 40 doblones. Por otro lado,
con probabilidad %, es el sobre que contiene mds dinero y, por lo tanto,
el otro sobre contiene solo 10 doblones.

En el primer caso, al cambiar, la persona gana 20 doblones. En el
segundo caso, pierde 10 doblones al cambiar. Luego, con probabilidad
14, la ganancia es de 20 doblones y, con probabilidad %2, 1a pérdida es de
10 doblones. Por lo tanto, la ganancia promedio al cambiar de sobre es
igual a 20 x %2 — 10 x %2 = 5 doblones. Luego, conviene cambiar. Este
resultado es completamente absurdo.

Otro hecho curioso: el otro sobre contiene 40 doblones con pro-
babilidad %2 y 10 doblones con probabilidad %. Luego, en promedio,
contiene 25 doblones, es decir, en promedio, contiene mas dinero que el
sobre elegido inicialmente. Otra vez, esta conclusién es absurda.
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El razonamiento correcto es como sigue. Digamos que hay 60
doblones en total: 20 en un sobre y 40 en el otro. Con probabilidad %3,
se elige inicialmente el sobre con 20 doblones y se ganan 20 doblones al
cambiar. Por otro lado, con probabilidad %, se elige inicialmente el sobre
con 40 doblones y se pierden 20 doblones al cambiar. Luego, la ganancia
promedio es 0.

En conclusién, cambiar de sobre o no es, en promedio, irrelevante.

Un cilculo mas general: otra vez, el resultado del célculo anterior
no depende del valor exacto de dinero en los sobres. Digamos que el
dinero total es igual a 3X: X en uno de los sobres y 2X en el otro. Con
probabilidad %3, se elige inicialmente el sobre con X y se gana X al
cambiar. Por el contrario, con probabilidad %, se elige el sobre con 2X

y se pierde X al cambiar. La ganancia esperada es X x %2 - X x % = 0.

LA DISTRIBUCION DE UNA VARIABLE ALEATORIA

El cilculo de la esperanza de una variable aleatoria consiste en
listar todos sus posibles valores y ponderar estos valores por sus respec-
tivas probabilidades. El conjunto de los valores de estas probabilidades
se conoce como la distribucién de la variable aleatoria. Como en el caso
de las distribuciones de probabilidad, los términos distribucion y ley en
este contexto son sinénimos.

Si una variable aleatoria asume el valor 1 con probabilidad p y el
valor 0 con probabilidad 1 — p, entonces, de alguna manera, le estamos
asignando una probabilidad p al valor 1y 1 - p al valor 0. Es razonable,
por lo tanto, llamar a esta variable aleatoria una variable aleatoria de
Bernoulli, al igual que la distribucién de Bernoulli. Decimos que se trata
de una variable aleatoria de Bernoulli de parimetro p. Se puede verificar
ficilmente que su esperanza es igual a p.

Recordemos que la distribucién binomial corresponde al nime-
ro de experimentos exitosos cuando el experimento se repite N veces
y tiene probabilidad p de ser exitoso. Si codificamos los experimentos
exitosos por el valor 1y los experimentos fallidos por el valor 0, el éxito
de un experimento se convierte en una variable aleatoria Bernoulli de
pardmetro p. La suma de estas variables aleatorias es exactamente igual
al nimero de experimentos exitosos. La suma de variables aleatorias es,
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por supuesto, una variable aleatoria. La distribucién binomial corres-
ponde entonces a la distribucién de una suma de variables aleatorias
Bernoulli y es por lo tanto la distribucién de una variable aleatoria que
llamaremos variable aleatoria binomial de pardmetros Ny p.

Las distribuciones de probabilidad y las variables aleatorias son
dos caras de una misma moneda. La distribucién de una variable alea-
toria es una ley de probabilidad sobre el conjunto de sus posibles valores
y tiene un grafico. El grifico continuo de la ley gaussiana corresponde
asimismo a la distribucién de una variable aleatoria continua: la variable
aleatoria gaussiana.

Podemos ahora interpretar las probabilidades asociadas a la ley
gaussiana. La probabilidad de que una variable aleatoria gaussiana tome
algtn valor en un intervalo dado, por ejemplo, entre 0 y 1, es igual al
drea bajo la campana de Gauss limitada por los puntos 0 y 1, tal como
se ilustra en la figura.

Area bajo la curva de Gauss
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La esperanza se comporta bien respecto de la suma. La esperanza de la
suma de variables aleatorias es igual a la suma de sus esperanzas indivi-
duales. Por ejemplo, recordemos que una variable aleatoria binomial de
pardmetros N y p es la suma de N variables aleatorias Bernoulli de para-
metro p. La esperanza de esta Gltima es igual a p, por lo tanto, la esperan-
za de la binomial es igual a N x p. Concretamente, la esperanza de una
binomial de pardmetros N = 20 y p = % es igual a 20 x %2 = 10. Notemos
que esto coincide mds o menos con la cima de la campana de su grafico.

EL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL Y LA LEY GAUSSIANA

Estudiamos la ley gaussiana en relacién con los histogramas de
distribuciones de probabilidad discreta. Tal como las distribuciones de
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probabilidad discreta se pueden entender como la distribucién de alguna
variable aleatoria, la ley gaussiana corresponde a una variable aleatoria que
puede asumir cualquier valor real: una variable aleatoria de ley gaussiana.

Esta ley aparece naturalmente en el estudio de las sumas de va-
riables aleatorias. Ya mencionamos que el promedio aritmético de una
gran cantidad de variables aleatorias de igual distribucién se acerca a la
esperanza. Esta es la ley de los nimeros grandes. El teorema del limite
central agrega un grado de precisién.

Recordemos que la ley binomial representa la cantidad de éxitos
en un experimento representado una cierta cantidad de veces. Como cada
éxito o fracaso se representa por una variable aleatoria de Bernoulli, una
binomial se puede entender como una suma de variables de Bernoulli
independientes. Asi, el teorema de De Moivre asegura que la ley de una
suma de variables aleatorias independientes es aproximadamente una va-
riable aleatoria de ley gaussiana. Este es el teorema del limite central.
Esta afirmacién es parcialmente errénea en dos sentidos que dilucidare-
mos de inmediato.

Cuando graficamos distribuciones binomiales, observamos que la
punta de la campana se desplaza hacia la derecha cuando aumenta el valor
del pardmetro p. La campana de Gauss, por otro lado, es perfectamente
simétrica. Esto significa que, para obtener la ley gaussiana, tenemos que
“centrar”la suma de variables aleatorias, lo que equivale a sustraer su espe-
ranza, que coincide simplemente con la suma de las esperanzas.

Estas consideraciones sencillas dan lugar a una eterna discusién
entre matemdticos. ;Debe enunciarse el teorema como teorema del li-
mite central o teorema central del limite? Los abogados de la primera
terminologia argumentan a menudo que, dado que se sustrae el pro-
medio, el limite es “centrado”. La segunda terminologia sugiere que lo
central es el teorema; sin duda, es un teorema central en la teoria. La
discusién se puede zanjar recurriendo a la historia. El nombre del teore-
ma proviene de un articulo de George Pélya de 1920 intitulado “Sobre
el teorema limite central del cdlculo probabilistico y del problema de los
momentos”. Lo central es, por lo tanto, el “teorema limite’ o “teorema
del limite”, un tipo particular de teorema que se refiere a un limite. En
este caso, el limite aludido es la ley gaussiana. El término utilizado para
nombrar “teorema limite” en alemdn es Grenzwertsatz, formado a partir
de las palabras Sasz = ‘teorema’y Grenz = ‘frontera’ o ‘limite’. La termi-
nologia mds correcta parece ser, por lo tanto, teorema del limite central,
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entendiéndose que no se refiere a un “limite centrado”, sino que a un
“teorema del limite” que es central en la teoria de probabilidades.

Ya resolvimos el problema de la posicién de la campana. Ahora,
cuando graficamos histogramas de distribuciones binomiales, también
observamos que estos se vuelven “pequefios” cuando aumenta el para-
metro N. Este fenémeno debe ser corregido para obtener algo que se
parezca efectivamente a una ley gaussiana. Esto se obtiene dividiendo la
suma de variables aleatorias por una cantidad adecuada que corresponde
ala raiz cuadrada de la cantidad de variables aleatorias sumadas. Combi-
nando ambos mecanismos, concluimos que para obtener el teorema del
limite central debemos sustraer la esperanza de la suma de variables alea-
torias y dividir el resultado por la raiz cuadrada del nimero de términos.

El teorema del limite central no se restringe a sumas de variables
aleatorias Bernoulli. EI matematico Laplace obtuvo una versién mds
general para sumas de variables aleatorias bastante arbitrarias. Esto se
conoce como teorema de De Moivre-Laplace. Dado que Laplace obtu-
vo la forma mds o menos definitiva de este teorema, es sorprendente que
la ley gaussiana no se conozca como ley laplaciana. Gauss observé esta
ley en relacién con los errores de medicién en lo que se conoce como
ley de los errores. Cuando Laplace se enteré de estos trabajos, pudo
relacionar su teorema con la ley de los errores, pero, indudablemente, el
descubrimiento de Gauss fue anterior.

La ley de los errores nos da una manera de interpretar el teorema
del limite central y la emergencia de la ley gaussiana. Si en una situacién
la incertidumbre proviene de un gran nimero de pequefas contribucio-
nes mis o menos independientes, entonces lo observado sigue una ley
gaussiana. Aqui, las pequefias contribuciones corresponden a las varia-
bles aleatorias incluidas en la suma.

Esto se puede contraponer a la ley de Poisson, que aparece como
el resultado de un gran nimero de intentos con infimas probabilidades
de éxito. En el teorema del limite central, cada contribucién es pequeiia,
pero no tan pequefia como en el caso de Poisson. Existen otros teoremas
de limite en situaciones en las que la contribucién de algunos términos
de la suma es considerablemente mayor que las demads, pero esa es una
historia completamente diferente relacionada con las distribuciones de
colas pesadas.
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PROCESOS ESTOCASTICOS

Hasta ahora, hemos hablado mayormente de variables aleatorias que
describen una situacién en un momento determinado. Sin embargo, las
probabilidades se pueden utilizar también para describir movimientos
influenciados por el azar. Los objetos matemidticos que describen los
movimientos aleatorios se conocen como procesos estocasticos, siendo
el movimiento browniano el maximo exponente de esta familia.

Los procesos estocasticos no describen solo el movimiento. En ge-
neral, se pueden usar para describir la evolucién de un sistema. Se aplican,
por ejemplo, para describir el crecimiento de poblaciones o de colonias
de bacterias y la variacién del precio de las acciones, entre otras cosas.

En los procesos estocisticos, el estado del proceso en cada ins-
tante es una variable aleatoria. En este sentido, un proceso estocistico
es una coleccién de variables aleatorias. En general, estas variables alea-
torias no son independientes. Si estamos estudiando el presupuesto de
un jugador de cara o sello que apuesta cada vez un doblén, sabemos que,
jugada tras jugada, su cantidad total de dinero solo puede variar en una
unidad. Para describir un proceso estocdstico, tenemos que caracterizar
su mecanismo de transicién, es decir, cémo cambia de manera aleatoria
con el paso del tiempo. Este mecanismo estd dado por las probabilida-
des de transicién y puede ser extremadamente complicado. Estudia-
remos con cierto detalle el mecanismo de transicién mds amigable: los
procesos de Markov.

LA MARCHA ALEATORIA

Para introducir nuestro primer ejemplo, volvemos al juego de cara
o sello, pero, esta vez, el jugador se moverd a la derecha o a la izquierda
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dependiendo del resultado de la jugada. Cada vez que obtiene cara, el
jugador se mueve un metro hacia la derecha. Por el contrario, cada vez
que obtiene sello, se mueve un metro hacia la izquierda. Esto describe
el mecanismo de transicién de un proceso estocistico conocido como
marcha aleatoria y, pese a que lo definimos de manera bastante artifi-
cial, tiene un rango de aplicacién increiblemente amplio.

El ejemplo mis sencillo en el que aparece la marcha aleatoria es
el presupuesto de un jugador que gana o pierde un doblén dependiendo
del resultado de un juego de cara o sello o del color de la ruleta. En un
ambito mds complejo,la marcha aleatoria se puede utilizar para modelar
de manera sencilla el precio de una accién en la bolsa.

En el mundo de la fisica, la marcha aleatoria se utiliza para descri-
bir la forma de un polimero o para aproximar el movimiento de particu-
las diminutas suspendidas en un liquido, la trayectoria real siendo repre-
sentada por el movimiento browniano, que estudiaremos mas adelante.
En estos casos, la marcha se mueve en tres dimensiones. El mecanismo
de transicién es muy similar al caso unidimensional que acabamos de
describir. En otro contexto, la marcha aleatoria es utilizada por algunas
redes sociales para sugerir cuentas a seguir.

La marcha aleatoria es una suma de variables aleatorias indepen-
dientes, de hecho, variables aleatorias de tipo Bernoulli que asumen los
valores 1y -1 con probabilidad %. Por lo tanto, de acuerdo con el teo-
rema del limite central, su posicién en cada instante sigue aproximada-
mente la distribucion gaussiana. En una dimensién, la marcha aleatoria
oscila vigorosamente entre la izquierda y la derecha, y en grandes inter-
valos de tiempo se mueve arbitrariamente lejos en ambas direcciones.
Sin embargo, como los pasos a la derecha se equilibran globalmente con
los pasos hacia la izquierda, este movimiento es bastante lento. En 100
pasos, la marcha se desplaza a grandes rasgos unos 10 metros hacia am-
bos lados. En 10.000 pasos, unos 100. Esto, de algiin modo, nos recuerda
la ley de los errores y la aparicién de la famosa raiz cuadrada.

La marcha aleatoria en dos dimensiones se puede imaginar como
el recorrido de un peatén en una ciudad formada por calles perpendi-
culares que, en cada esquina, decide tomar una de las cuatro direcciones
posibles con probabilidad % cada una. En tres dimensiones, tenemos
que incluir dos direcciones mds: hacia arriba y hacia abajo.

El matemitico japonés Kiyoshi It6 describié la marcha aleatoria
en dos dimensiones como el recorrido de un hombre borracho que, en
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cada esquina, decide aleatoriamente hacia dénde ir. Por otro lado, la
marcha aleatoria en tres dimensiones describe el recorrido de un pédjaro
borracho. Debido a las grandes diferencias entre las marchas aleatorias
en dimensiones dos y tres, It6 decia, con bastante humor, que un hom-
bre borracho llegard en algin momento a su casa, mientras que un pi-
jaro borracho probablemente nunca encontrard su nido. Esta dicotomia
se enuncia en el lenguaje de los procesos estocdsticos como recurrencia
en oposicion a transiencia.

La marcha aleatoria también recibe el nombre de paseo al azar, de
ahi el nombre de este libro.

CADENAS DE MARKOV

Una caracteristica importante de la marcha aleatoria es que, en
cada instante, decide aleatoriamente hacia dénde ir, sin importar su tra-
yectoria pasada. Basta con saber dénde se encuentra en el presente para
intentar adivinar su posicién en el futuro.

El registro de las posiciones pasadas de un proceso estocdstico se
conoce como la historia del proceso. En general, el paso que tomard
un proceso estocdstico en un instante dado puede depender de toda su
historia, pero, en el caso de la marcha aleatoria, su trayectoria futura solo
depende de su posicién actual. Los procesos cuyo futuro depende solo
de su estado presente y no de su historia se conocen como procesos de
Markov, nombrados en honor al matemitico ruso Andrei Markov, un
pionero de los procesos estocdsticos. En términos coloquiales, se dice
que los procesos de Markov no tienen memoria.

Veamos algunos ejemplos. Iniciamos nuestra conversacién con la
marcha aleatoria, que es el paradigma de un proceso de Markov. Por
lo tanto, cualquier situacién modelada por una marcha aleatoria, como
el presupuesto de un jugador o el precio de una accién, constituye un
proceso de Markov.

El tamafio de una poblacién de bacterias es, a grandes rasgos,
un proceso de Markov. Si tenemos un cultivo en un vaso de Petri, para
saber cudntos individuos habra dentro de una hora, basta con conocer
el nimero actual y la tasa de reproduccién y muerte. Este proceso es-
tocdstico es bastante interesante, dado que puede resultar tanto en un
crecimiento descontrolado de la colonia como en su extincién. El pre-
supuesto de un jugador comparte esta caracteristica: cuando el jugador
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se queda sin dinero, simplemente deja de jugar, a menos de empefiar su
reloj. Estos son ejemplos de procesos de Markov absorbentes: existe un
estado “absorbente” en el cual se permanece para siempre después de
alcanzarlo: la extincién o la bancarrota.

Otra familia de procesos de Markov estd dada por los procesos de
llegada, como las llegadas sucesivas de clientes en una cola o las horas
de llegada de un autobus en un paradero. Estas tltimas no siempre son
“markovianas”. Supongamos que el servicio de buses es extremadamen-
te regular y los buses arriban uno tras otro a intervalos rigurosos de 15
minutos. Al llegar al paradero, solo sabemos que tendremos que esperar
a lo més 15 minutos para iniciar nuestro viaje. Sin embargo, si conoce-
mos la hora en que llegé el tltimo bus —una informacién perteneciente
a la historia del proceso— podremos calcular con exactitud la hora de
llegada del bus siguiente y, de hecho, de todos los buses siguientes. Por
lo tanto, esto no es un proceso de Markov. Por el contrario, si el tiempo
que separa la llegada de dos buses consecutivos es aleatorio, el proceso
resultante es markoviano en algunos casos. La teoria de colas considera
no solo los tiempos de llegada de clientes en una cola, sino que también
el tiempo que demoran en ser atendidos. Esto da frecuentemente lugar
a procesos de Markov. La teoria de colas tiene numerosas aplicaciones
en ingenieria y telecomunicaciones.

El proceso resultante de barajar un mazo de manera aleatoria es
un proceso de Markov. Basta con conocer el ordenamiento actual del
mazo para describir su distribucién tras barajarlo. Pero ;cudntas veces es
necesario barajar un mazo para asegurar que esté bien mezclado? Esta
pregunta fue contestada por el mago y matematico Persi Diaconis: basta
con barajar siete veces.

Un proceso de Markov se describe a través de sus probabilidades
de transicién. Con esto, podemos formular un modelo markoviano ex-
tremadamente sencillo de prediccién del tiempo. Basta con especificar
las probabilidades de lluvia al dia siguiente condicionadas al tiempo de
hoy. Por ejemplo, basado en observaciones repetidas, podriamos concluir
que la probabilidad de que llueva mafiana dado que hoy no llovié es
igual a 10% y que la probabilidad de que llueva mafnana dado que hoy
llovié es igual a 60%. Las probabilidades para un dia sin lluvia son igua-
les a 90% y 40% tras un dia con y sin lluvia respectivamente. Esto es un
proceso de Markov que, por cierto, no es muy fiable.
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Pareciera, no obstante, que los procesos de Markov no son una
regla general. La mayoria de los mecanismos de transicién no son mar-
kovianos. Daremos dos ejemplos sencillos.

En el siguiente ejemplo, suponemos que tenemos en un cofre
cuatro monedas de 5 doblones, cuatro monedas de 10 y cuatro monedas
de 20 doblones; las sacamos aleatoriamente una tras otra y las dispone-
mos sobre la mesa. El proceso que consideraremos es la cantidad total
de dinero sobre la mesa, sin considerar el detalle de las monedas sor-
teadas. Supongamos que, tras cinco sorteos, tenemos 40 doblones. Con
esta informacién, podemos determinar la distribucién del dinero tras el
siguiente sorteo. Para formar 40 doblones con cinco monedas, hay solo
dos posibilidades: dos de 5, una de 10 y una de 20, y cuatro de 5 mas una
de 20. En el primer caso, tras el sexto sorteo, podemos tener 45,50 o 70
doblones. Sin embargo, en el segundo caso, ya agotamos las monedas de
5 doblones y, por lo tanto, al instante siguiente, tendremos al menos 50
doblones sobre la mesa.

El blackjack es un juego de azar en el que es posible establecer
una estrategia no markoviana a favor del jugador. Los origenes del juego
son remotos e inciertos. Una forma primitiva del juego se menciona en
las Novelas ejemplares de Cervantes escritas entre los siglos XVI y XVII.
Las reglas del blackjack son complejas, pero, a grandes rasgos, diremos
que opone uno o varios jugadores a un crupier y se juega con hasta ocho
mazos de 52 cartas simultineamente. El objetivo consiste en obtener
una suma de cartas mayor a la del crupier sin que esta exceda los 21. Un
jugador con una suma de cartas mayor a 21 pierde inmediatamente. Las
cartas normales valen lo que su nimero indica, mientras que las sotas,
reinas y reyes cuentan como 10, y el as puede valer 1 u 11 segun sea
conveniente. Inicialmente, se reparten dos cartas a cada jugador. Si un
jugador obtiene una suma de cartas igual a 21, gana inmediatamente. El
juego se detiene cuando el crupier llega alos 17 o mds, en cuyo caso gana
quien lo supere. Si el crupier supera los 21, ganan los jugadores. Una vez
que termina la jugada, se descartan las cartas utilizadas y se prosigue con
las cartas que quedaron en el mazo o los multiples mazos.

En cada turno, el jugador puede elegir varias alternativas, entre las
que se encuentra aceptar una carta adicional. Esta jugada tiene una ventaja
y un peligro: la carta adicional puede permitir superar la suma de cartas del
crupier, pero arriesga al jugador a sobrepasar los 21, lo que lo elimina de
inmediato. El crupier debe sistemdticamente agregar una carta a su mano.
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En este juego, es conveniente llevar un registro de las cartas uti-
lizadas. Por ejemplo, si se han utilizados muchas cartas elevadas, pode-
mos pedir cartas adicionales con bajo riesgo de superar los 21. Si, por
otro lado, quedan muchos 10 y ases, podemos aumentar nuestra apuesta
adicional en cada jugada al existir una alta probabilidad de obtener di-
rectamente un 21. Al recordar todas las cartas utilizadas, recurrimos a
toda la historia del proceso y decidimos de nuestra estrategia de forma
no markoviana.

Existen varias mnemotecnias para recordar lo esencial de las car-
tas jugadas. Estas técnicas no son ilegales —siempre que no se utilice
un dispositivo para aplicarlas—, pero los casinos tienen el derecho de
despedir respetuosamente a un jugador sospechado de “contar” cartas
con demasiada eficiencia.

Persi Diaconis es un matemdtico y mago, lo que lo convierte en mate-
mago. Trabajé como mago profesional en su juventud y usaba a menu-
do las matemdticas en el disefio de sus trucos. Volvié a la universidad
motivado por sus ganas de aprender probabilidades. Es autor de nu-
merosos trabajos en teoria de nimeros, probabilidades y estadisticas,
y coautor de un libro de matemagia. Es especialmente conocido por
sus articulos acerca de barajar mazos en los que utiliza herramientas
de dlgebra abstracta y sus conocimientos de trucos de cartas. Fue muy

cercano a Martin Gardner.

SERPIENTES Y ESCALERAS

El juego de serpientes y escaleras consiste en un tablero cuadricu-
lado adornado de escaleras y de serpientes. En cada jugada, los jugadores
lanzan un dado para determinar cudntas casillas avanzaran. El primero en
llegar al otro extremo del tablero gana. La particularidad del juego radica
en el efecto de las escaleras y serpientes: cada vez que un pedn aterriza en
la casilla ocupada por la base de una escalera, se desplaza inmediatamen-
te hasta su otro extremo, adelantando asi una cantidad considerable de
casillas. Las serpientes, por el contrario, resultan en retrocesos.

Este juego, bajo el nombre de serpientes y flechas, se originé en
India y lleg6 a Inglaterra durante el siglo XIX. En sus inicios, tenia una
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dimensién moral. Las flechas representaban un camino entre un buen
comportamiento y su recompensa, y las serpientes, el camino entre un
mal comportamiento y sus consecuencias negativas. Asi, el estudio lleva
al conocimiento y la falta de cuidado, al dafo.

En un articulo de 1993, Althoen, King y Schilling analizan este
juego usando cadenas de Markov. En efecto, la posicién futura de un
pedn solo depende de su posicién actual y del resultado de lanzar el
dado. Esto es otro ejemplo de proceso de Markov absorbente donde la
ultima casilla marca el final del juego. Consideraron un tablero con 100
posiciones, con 10 serpientes y 9 escaleras. Concluyen que un jugador
demora, en promedio, 39,2 jugadas en cruzar el tablero.

Intuitivamente, se pensaria que agregar escaleras acorta el juego,
mientras que agregar serpientes lo alarga. Esto no siempre es el caso.
Los autores calcularon que, al agregar una escalera entre las casillas 46
y 94, efectivamente disminuye la duracién promedio del juego a 29,8
movimientos. Sin embargo, agregar una escalera entre las casillas 79 y
81 alarga el juego en mds de dos jugadas, ya que dificulta el acceso a la
escalera que vincula las casillas nimero 80 y 100. Agregar una serpien-
te entre las casillas 83 y 7 alarga el juego en alrededor de seis jugadas,
mientras que agregar una serpiente entre las casillas 29 y 27 acorta el
largo promedio en un poco mas de una jugada, al aumentar las chances
de alcanzar la escalera que lleva desde la casilla 28 a 1a 84.

EL ArBOL DE GALTON-WATSON

En la Inglaterra del siglo XIX existia una inquietud por la des-
aparicién de los apellidos ligados a las familias aristocraticas. Estas
consideraciones llamaron la atencién del polimata sir Francis Galton
(1822-1911), quien, junto al reverendo William Watson, creé un mo-
delo matemadtico para la genealogia descrito en un articulo de 1874: el
proceso de Galton-Watson.

El modelo es muy fécil de formular. Existe inicialmente un indi-
viduo. Este individuo original da luz a un nimero aleatorio de “hijos”
que sigue alguna distribucién de probabilidad. Estos hijos constituyen la
primera generacién. Cada miembro de la primera generacién produce a
su vez un nimero aleatorio de hijos segin la misma distribucién, inde-
pendientemente unos de otros. Y el proceso se repite indefinidamente.
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El ndmero de individuos en cada generacién es, por lo tanto, una suma
de variables aleatorias. La cantidad de términos en esta suma es a su vez
un numero aleatorio; corresponde al nimero de individuos de la gene-
racién anterior, una cantidad aleatoria.

Bajo ciertas condiciones, este proceso lleva a la extincién. Si existe
una probabilidad positiva de que los individuos no tengan descendencia,
este proceso de “ramificacién” puede detenerse. En el contexto original
del problema, esto conlleva la desaparicién del apellido.

El proceso de Galton-Watson puede verse como un modelo ele-
mental para la evolucién de una poblacién de bacterias e incluso para los
arboles filogenéticos que trazan la evolucién de las especies y explicitan
c6mo una especie puede ramificarse en varias especies distintas a lo lar-
go del tiempo. Su tratamiento matemadtico es ameno, bastante explicito
y constituye un ejemplo imprescindible en un primer curso matematico
de probabilidades a nivel universitario. Se puede representar grafica-
mente por un drbol, motivo por el cual se lo conoce frecuentemente
como drbol de Galton-Watson.

Podemos agregar atin mds probabilidades a este modelo: pode-
mos imaginar que cada individuo se desplaza aleatoriamente y, en algin
momento aleatorio, se asienta y ramifica de acuerdo con las reglas del
proceso, después de lo cual sus hijos siguen sus propias marchas aleato-
rias. Este proceso estocdstico —la marcha aleatoria con ramificacién—
combina tres mecanismos aleatorios: la marcha aleatoria que describe
la posicién de los individuos, la ramificacion aleatoria que determina el
numero de hijos y el instante de ramificacion, que también es aleatorio.

Sir Francis Galton (1822-1911) fue un intelectual inglés multifacé-
tico cuyo conocimiento se extendia tanto a la estadistica como a la
geografia y las ciencias sociales. En probabilidades, se lo conoce prin-
cipalmente por el proceso de Galton-Watson. Ademds, introdujo la
nocién de desviacién estindar que cuantifica cudnto se “dispersa” una

distribucién de probabilidad o un conjunto de datos.
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MARCHAS ALEATORIAS EN LA WEB

La matemdtica es una herramienta omnipresente. No siempre la uti-
lizamos directamente, pero dependemos en cada momento de una gran
cantidad de procesos que hacen uso de ella. Al comprar en un super-
mercado, no calculamos nosotros mismos el valor de la cuenta final, pero
el célculo tiene que ser efectuado por alguna entidad. Al fin y al cabo,
esto no es mds que una simple operacién de aritmética. La situacién es
dramdticamente mas compleja en cualquier interaccién que involucre
las telecomunicaciones. Volviendo al ejemplo del supermercado, al mo-
mento de pagar con tarjeta, se desencadena una sucesién de procesos
que permiten comunicar con nuestro banco y efectuar el pago en una
fraccién de segundo. La informacién se codifica mediante algoritmos
determinados y viaja de manera inmaterial de acuerdo con otra serie
de algoritmos. Todo el proceso es guiado por operaciones matematicas,
desde la codificacién inicial de la informacién, su transmisién, su lectura
y procesamiento hasta los algoritmos que garantizan la seguridad y con-
fidencialidad de la transaccién. Todos estos procesos invisibles descan-
san ultimamente sobre sélidos teoremas e implementaciones robustas
que garantizan su buen funcionamiento.

Internet es un espacio imprescindible en nuestra vida cuya com-
plejidad no deja de crecer. La matemdtica juega un papel preponderante
en su funcionamiento y, por supuesto, las probabilidades tienen un rol
protagénico. El objeto central en los algoritmos de busqueda y de suge-
rencia de contenidos es la marcha aleatoria.
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MOTORES DE BUSQUEDA Y PAGERANK

Casi toda bisqueda de informacién en la web comienza en un
motor de busqueda o buscador. Hoy en dia, la cotidianidad de estas he-
rramientas nos impide apreciar su virtud casi mégica. Con solo indicar
un par de palabras, el buscador arroja una gran cantidad de sitios cuyo
contenido es sorprendentemente acertado.

Quienes recordamos el estado de la web cuando esta recién se
estaba popularizando podemos dar fe de la evolucién de los buscadores
durante las dltimas décadas; en un principio, abundaban las sugerencias
de escasa calidad. También podemos recordar que varios de ellos com-
petian mds o menos en igualdad de condiciones hasta que un mons-
truo acapar6 un protagonismo sin precedente. Es innegable que Google
cambié la forma en la que nos relacionamos con la web y transformé la
navegacién en una experiencia mucho mds eficiente.

Los motores de busqueda son mucho més que buscadores de pa-
labras y es ficil convencerse de que de ninguna manera proceden so-
lamente por conteo de palabras. Por ejemplo, en una busqueda de la
palabra probability, el primer sitio arrojado —un sitio pedagégico— ex-
hibe esta palabra 24 veces, mientras que en la segunda entrada —Wi-
kipedia— esta palabra se emplea 138 veces. De hecho, una bisqueda
de la palabra probabilidad arroja incluso un sitio en el que esta palabra
no se utiliza: la entrada de Wikipedia correspondiente a probability. La
busqueda de contenidos descansa sobre algoritmos matematicos que in-
cluyen la probabilidad de manera central y el protagonista de esta revo-
lucién es la marcha aleatoria.

La idea fundamental que propicié la evolucién de los motores
de busqueda fue aprovechar la estructura intima de la web, es decir, la
estructura que nace de los hipervinculos que relacionan las paginas web
entre ellas. En este paradigma, el comportamiento de un usuario se pue-
de modelar como una marcha aleatoria o un proceso de Markov que
elige estos hipervinculos de manera aleatoria en bisqueda de contenido
de su interés: un navegante aleatorio.

La diferencia con las cadenas de Markov que descubrimos ante-
riormente radica en el punto de partida de la navegacién. Este es a su
vez mds o menos aleatorio. La tarea del motor de bisqueda es proveer
al navegante un sitio inicial que, con alta probabilidad, concuerde con
su busqueda o lo lleve ripidamente a un sitio de alto interés tras unos
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pocos clics. El buscador debe, por lo tanto, establecer una medida de
probabilidad sobre la web: este es el PageRank, calculado usando el
algoritmo del mismo nombre.

En palabras de Google, PageRank se basa en la naturaleza de-
mocrética de la web utilizando la vasta estructura de vinculos como in-
dicador de la importancia individual de un sitio. Google interpreta un
vinculo desde una pagina A a una pigina B como un “voto”de A a favor
de B. Un sitio con un gran nimero de votos es, asi, un sitio importante.
Pero Google no se limita a un mero conteo de estos votos, sino que
considera que votos provenientes de paginas importantes tienen una
importancia mayor y, a su vez, le transmiten una mayor importancia a
la pdgina a la que apuntan. La importancia de un sitio se traduce en el
valor de su PageRank. A mayor PageRank, mayor importancia y, por lo
tanto, mayor relevancia en una busqueda.

Esta definicién es un tanto circular: para determinar la impor-
tancia de un voto, se debe conocer el PageRank del sitio votante, que se
calcula en base a la importancia de los votos que recibe. Parece ser un
cilculo imposible. La idea para resolver este problema radica en que, al
recorrer la web, el navegante aleatorio establece de manera natural una
medida de probabilidad sobre ella, como la frecuencia de visitas a un
sitio dado durante una larga sesién de navegacién. Sitios con muchos
vinculos apuntando hacia ellos serdn visitados, en promedio, un gran
numero de veces. Sitios con pocos vinculos podrin ser visitados a me-
nudo siempre y cuando provengan de sitios con alta tasa de visita. El
PageRank es, después de todo, una medida de probabilidad y es natural

que se pueda calcular utilizando probabilidades.

Google: este nombre proviene de la palabra googo/, la unidad utilizada
para designar el nimero gigantesco 10'%, asi como mil/ se refiere a 10
y millon,a 10°. Esta compaiiia fue fundada a fines del siglo pasado por
Sergey Brin y Larry Page mientras eran estudiantes de la Universidad
de Stanford. La tecnologia y los servicios desarrollados por Google
van mucho mds alld del motor de busqueda original e incluso tras-

cienden el contexto de internet.
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Antes de describir el algoritmo de cilculo de PageRank, tenemos que
describir con mds cuidado los objetos matemdticos que se utilizardn
como modelo de la web: los grafos. También discutiremos el modelo
matemadtico del navegante aleatorio: la marcha aleatoria sobre un grafo.

GRAFOS

Un grafo es un objeto matemadtico compuesto de dos tipos de en-
tidades relacionadas: los vértices y las aristas. Los vértices son, de alguna
manera, los lugares descritos por el grafo. Las aristas son las conexiones
o vinculos entre estos vértices: dos vértices estin conectados si hay una
arista que los une. En este caso, decimos que los vértices son vecinos.

Un ejemplo cotidiano de grafo estd dado por la red de metro
de una ciudad. Los vértices corresponden a las estaciones y las aristas,
a los tramos de las lineas. Asi, dos estaciones son vecinas —existe una
arista que las une— si son estaciones sucesivas a lo largo de una misma
linea. Algunas estaciones solo tienen dos vecinos: la estacién anterior y
la estacién siguiente. Otra, aquellas que se encuentran a la interseccién
de varias lineas, tienen una mayor cantidad de vecinos. Al recorrer la
red de metro, los viajeros se desplazan de estacion en estacién vecina,
describiendo un camino a lo largo del grafo.

La web es otro ejemplo de grafo. Los vértices corresponden a las
paginas, y las aristas, a lo hipervinculos. Este ejemplo es, sin embargo,
distinto al ejemplo del metro. En el metro, una arista conecta las esta-
ciones A y B en ambos sentidos. En la web, los hipervinculos apuntan
en una unica direccién. Asi, un sitio A puede tener un vinculo hacia un
sitio B sin que el sitio B apunte a su vez hacia el sitio A. En la web, las
aristas o vinculos pueden ser vistas como flechas que apuntan desde la
pigina de partida hasta la pigina de llegada. Los grafos en los que las
aristas tienen una direccién se conocen como grafos dirigidos.

El ejemplo siguiente muestra una red de cuatro paginas que uti-
lizaremos como una simplificacién un tanto aberrante de internet. Las
cuatro paginas A, B, C y D, estdn representadas por rectdngulos y los
ocho hipervinculos, por flechas. Por ejemplo, la pdgina A tiene tres hi-
pervinculos, apuntando a las tres otras pdginas. En el otro extremo, la
pagina D tiene un unico hipervinculo apuntando hacia B, no obstante,
es apuntada por todas las otras paginas. Nos referiremos a este ejemplo
como la web de cuatro pdginas.
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Los siete puentes de Konisberg y la teoria de grafos: el origen his-
térico de la teoria de grafos se puede encontrar en el problema de /os
siete puentes de Konisberg y su resolucién por el matematico Leonhard
Euler. La ciudad de Kénisberg contaba con dos islas unidas al resto de
la ciudad mediante siete puentes. El problema consistia en encontrar
un camino a través de la ciudad que cruzara cada uno de los puentes
exactamente una vez. Euler demostré que esto es imposible. En su
demostracion, Euler sent6 los cimientos para la teoria de grafos y una
disciplina matemdtica conocida como topologia que hace abstraccién
de la forma de los objetos, sintetizando solo sus propiedades mds rele-
vantes. El matemdtico Paul Erdés es recordado, entre otras cosas, por

sus numerosas contribuciones a la teoria de grafos.

LA MARCHA ALEATORIA SOBRE UN GRAFO

En lo que sigue, consideraremos solamente grafos dirigidos, es
decir, grafos cuyas aristas apuntan en una direccién determinada.

En un capitulo anterior, consideramos un modelo sencillo de
prediccién del tiempo. Recordemos que supusimos que la probabilidad
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de que un dia soleado sea sucedido por otro dia soleado es de 90%,
mientras que la probabilidad de que un dia de lluvia suceda a un dia de
lluvia es de 60%. La probabilidad de las otras figuras —lluvia después de
sol y sol después de lluvia— se calcula por paso al complemento. Este
sistema se representa por un grafo con dos vértices: Sol y Lluvia. Las
cuatro flechas representan las cuatro posibles transiciones, sus respecti-
vas probabilidades siendo indicadas cerca de las flechas. Asi, si iniciamos
la marcha en “Sol”, hay una probabilidad de 90% de que, tras el primer
salto, la marcha siga en el sitio “Sol”, es decir, se desplaza por la flecha
a la izquierda del esquema. Por el contrario, con probabilidad 10%, la
marcha saltara al sitio “Lluvia”.

90% h”* Sol — \\i Lluvia D 60%

40%

Para nuestro modelo de la web, consideraremos dos simplificaciones.
Primero, no consideraremos flechas que apuntan desde una pagina en si
misma. Segundo, supondremos que la probabilidad de seguir cualquiera
de las aristas que sale de un vértice es uniforme. Las probabilidades de
transicién de una marcha aleatoria sobre este grafo se calculan, por lo
tanto, de la manera siguiente: si la marcha se encuentra sobre el sitio X,
contamos el nimero de sitios que reciben una flecha que sale de X y la
marcha salta a cualquiera de ellos con la misma probabilidad.

Asi, en la web de cuatro pdginas, la pagina B tiene dos hipervin-
culos: hacia A y D. Luego, si el navegante aleatorio se encuentra en la
pagina B, saltard con probabilidad %2 a la pdgina A y con probabilidad ¥
a la pagina D. Notemos otra vez que la pagina D tiene un dnico hiper-
vinculo apuntando hacia B. Si el navegante se encuentra en D, saltard
hacia B con probabilidad 1.

Para modelar el navegante aleatorio, es necesario especificar el
punto de partida de la marcha de manera aleatoria. Especificamos, por
lo tanto, una medida de probabilidad sobre los vértices del grafo y dis-
ponemos la marcha de acuerdo con estas probabilidades. La manera mas
sencilla consiste en escoger la medida de probabilidad uniforme sobre
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los vértices. En la web de cuatro paginas, supondremos que la marcha se
inicia en cualquiera de las cuatro pdginas con probabilidad %.

Si iniciamos la marcha aleatoria segin la probabilidad uniforme
sobre los vértices y esperamos el primer salto de la marcha, podemos
calcular la probabilidad de que la marcha se encuentre en cualquiera de
los vértices tras este salto. En la web de cuatro pdginas, scudl es la pro-
babilidad de que el navegante se encuentre en la pagina B tras el primer
salto? Para que esto ocurra, el navegante debe encontrarse inicialmente
en las paginas A o D, ambas posibilidades ocurriendo con probabilidad
Y4. Si se encuentra inicialmente en A, salta a B con probabilidad 5. Lue-
g0, la probabilidad de encontrarse inicialmente en A y saltar a B es igual
a4 x¥5=1/12. Si se encuentra inicialmente en D —lo que, recordemos,
ocurre con probabilidad %—, la probabilidad de saltar a B es igual a 1,
dado que el unico hipervinculo naciente de D apunta hacia B. Luego,
la probabilidad de encontrarse inicialmente en D y saltar a B es igual a
Y4 x 1 = Y. Las dos probabilidades recién calculadas suman 1/12 + % =
5. Vemos que la probabilidad de encontrarse en B tras el primer clic es
mayor que la probabilidad de encontrarse inicialmente en esa pagina.
Esto se debe a la estructura de hipervinculos de nuestra red.

Podemos repetir este ejercicio y calcular la probabilidad de que
la marcha se encuentre sobre cualquier vértice dado tras una cantidad
determinada de saltos.

El procedimiento anterior nos entrega una secuencia de medidas
de probabilidad sobre el grafo correspondiente a las posiciones sucesivas
de la marcha. En principio, estas medidas de probabilidad son todas
distintas; de hecho, lo hemos verificado en un ejemplo sencillo. Existe,
no obstante, una medida de probabilidad privilegiada conocida como la
medida de equilibrio que satisface la propiedad siguiente: si iniciamos
la marcha con estas probabilidades, entonces su posicién tras el primer
salto —y, de hecho, tras cualquier nimero de saltos— se distribuye otra
vez segin la medida de equilibrio. En la web de cuatro paginas, estas
probabilidades se pueden calcular ficilmente. No detallaremos el calcu-
lo, que solo involucra operaciones aritméticas elementales, y nos limita-
remos a dar el resultado. Las probabilidades de encontrarse inicialmente
en A, B,Cy D con la medida de equilibrio son iguales a 3/13,5/13,1/13
y 4/13 respectivamente.

La medida de equilibrio codifica una informacién importante res-
pecto de la marcha sobre el grafo. Bajo esta medida, la probabilidad de
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un vértice corresponde a la frecuencia de visitas a este vértice durante una
larga caminata. En el ejemplo, vemos que, de acuerdo con la medida de
equilibrio, B recibe una gran probabilidad. Eso es bastante natural: tras
cualquier visita a D, el navegante debe necesariamente saltar a B. Es decir,
B es un paso obligado. Por otro lado, la pagina C recibe una probabilidad
bajisima. Otra vez, esto es bastante natural: la Gnica posibilidad de llegar a
C es desde A y, aun asi, un navegante en A solamente salta a C con pro-
babilidad 3. Notemos también que, pese a que la pdgina D es accesible
desde todas las otras paginas, su probabilidad es menor que la de B.

Calcular la medida de equilibrio de una marcha puede ser com-
plejo. Conceptualmente, se trata de resolver un sistema de ecuaciones
bastante sencillo, pero la cantidad de ecuaciones crece con el tamafio
del grafo, volviendo este cdlculo muy trabajoso. Afortunadamente, existe
una forma sencilla de aproximar esta medida de equilibrio. Asi como
la medida de equilibrio refleja la frecuencia de visitas a los vértices del
grafo, también aparece como la distribucién de la posicién de la marcha
tras un gran nimero de saltos. En cierto sentido, la distribucién de la
posicién de la marcha converge a la medida de equilibrio. En una gran
cantidad de situaciones, esta convergencia es ademds bastante rdpida.

Luego, para lograr una aproximacion razonable de la medida de
equilibrio, basta con dejar evolucionar la marcha una cantidad razonable
de saltos y observar la distribucién de probabilidad de su posicién. En
la practica, podemos proceder como sigue: iniciamos 100 marchas alea-
torias independientemente segin la medida uniforme sobre los vértices
y las dejamos saltar 20 veces. Luego, graficamos la medida de proba-
bilidad empirica de la posicién de las marchas como aprendimos en
un capitulo anterior. Salvo situaciones patoldgicas, esto nos entrega una
muy buena aproximacién de la medida de equilibrio.

EL ALcoriTMO PAGERANK

Disponemos de todas las herramientas para definir apropiada-
mente el PageRank, que, recordemos, cuantifica la importancia de una
pagina web. Consideramos el grafo cuyos vértices son todas las paginas
web y cuyas aristas son todos los hipervinculos. Luego, consideramos la
marcha aleatoria sobre el grafo resultante. Esta marcha aleatoria tiene
una medida de equilibrio que es una medida de probabilidad sobre las
paginas web. A grandes rasgos, esto es el PageRank. Hay, sin embargo,
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un par de complicaciones que tenemos que resolver para formular nues-
tro modelo definitivo para el navegante aleatorio.

Hay al menos dos situaciones que podrian alterar nuestro cilculo
de PageRank. La estructura de vinculos podria generar ciclos, es decir,
el navegante podria estar forzado a recorrer una y otra vez una misma
sucesién de pédginas, tal como lo muestra el ejemplo siguiente. Vemos
que, si el navegante llega a las paginas C o D, quedara eternamente
navegando entre C,D y E.

A B

\/
Algunas péginas podrian también actuar como trampas. Es decir, po-
drian no contener ningin vinculo. Asi, una vez que el navegante llega
a ellas, no puede seguir navegando. Este es el caso de la pigina B en el
ejemplo anterior.

La solucién propuesta por Brin y Page para solucionar estos pro-
blemas se condice con el comportamiento de un navegante aleatorio mas
realista. Un navegante no se limita a seguir una secuencia de vinculos. En
algin momento, puede decidir que la bisqueda actual es infructuosa y
devolverse al buscador. Es decir, se reinicia la marcha aleatoria. En con-
secuencia, nuestro modelo tiene que integrar un parimetro adicional: la
probabilidad de reiniciar la bisqueda desde cero. Podemos, por lo tanto,
formular nuestro modelo definitivo para el navegante aleatorio: el nave-
gante escoge su punto de partida siguiendo cierta distribucién de pro-
babilidad determinada. Tras cada salto, decide proseguir con la marcha
aleatoria con cierta probabilidad. Con la probabilidad complementaria,
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decide reiniciar la busqueda y escoge un nuevo punto de partida segtn la
ley de probabilidad con la que inici6 la marcha. Esto describe una nueva
marcha aleatoria que tiene una medida de equilibrio. Esto es precisa-
mente el PageRank.

Para calcular el PageRank, posicionamos inicialmente el na-
vegante aleatorio con la distribucién uniforme sobre las paginas y lo
dejamos evolucionar siguiendo las reglas anteriores. Tras una cantidad
sorprendentemente pequefia de saltos, obtendremos una buena aproxi-
macién de la medida de equilibrio. En su articulo original, Brin y Page
estiman que en una web de 322 millones de vinculos basta con observar
al navegante tras 52 saltos. En situaciones pricticas, la probabilidad de
reiniciar la marcha se escoge cercana al 15%.

El método de Monte-Carlo: el cilculo de la medida de equilibrio
involucra una gran cantidad de operaciones aritméticas sencillas que
pueden ser realizadas por un computador. Para un grafo de gran ta-
marfio, el tiempo requerido para efectuar este cdlculo puede ser gigan-
tesco, incluso con un computador de alta capacidad. El problema del
tiempo de cilculo es transversal a un gran numero de situaciones. A
menudo, es posible disefiar un proceso estocdstico que nos provee una
solucién aproximada del cdlculo deseado de manera rédpida y bastan-
te precisa a través de simulaciones. Esto se conoce como el método
de Monte-Carlo y se refiere a un conjunto de técnicas que permiten
utilizar las probabilidades para resolver problemas que incluso no in-
volucran el azar en su formulacién original. El método fue ideado en
los afios cuarenta por el matemdtico y fisico polaco Stanislaw Ulam
(1909-1984) mientras trabajaba en el Proyecto Manhattan. El nom-

bre se refiere a un famoso casino de Mdnaco frecuentado por su tio.

MARCHAS ALEATORIAS EN REDES SOCIALES

Las redes sociales sentaron un nuevo paradigma en internet. El
desafio mayor consiste en mantener y ampliar la base de usuarios acti-
vos. Esto se logra en parte ayudando a usuarios nuevos y antiguos a des-
cubrir contenidos interesantes. El éxito de las redes sociales se basa, por
lo tanto, en un acertado sistema de sugerencia de contenidos. Tal como
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en el caso de los motores de busqueda, los algoritmos de sugerencia de
contenidos tienen una alta componente probabilistica.

La definicién de contenido interesante comparte con el Page-
Rank el estar basada en una nocién algo recursiva y autorreferente. Un
contenido se puede considerar interesante para un usuario dado si es
interesante para usuarios similares a él. A su vez, dos usuarios se pueden
considerar como similares si comparten intereses semejantes. Esto se
refleja en que usuarios similares tienden a seguir a los mismos usuarios
o0 a usuarios que son similares a su vez.

En su esencia, la sugerencia de contenido debe ser personaliza-
da, es decir, se debe basar en una suerte de PageRank individualizado.
Esto se logra encontrando un modelo adecuado de navegante aleatorio
a través de una red social. Este navegante comparte muchas de las ca-
racteristicas del navegante aleatorio encontrado anteriormente. Hay, sin
embargo, una diferencia fundamental que radica en la forma en la que el
usuario de la red social reinicia su busqueda. Siempre vuelve a empezar
en el mismo lugar: en su propio espacio.

La marcha aleatoria definida para el cilculo del PageRank debe
ser modificada de manera evidente: tras cada salto, el navegante debe
volver a su propio espacio con cierta probabilidad y volver a iniciar la
marcha. Esto se conoce como marcha aleatoria egocéntrica y su medida
de equilibrio es el PageRank personalizado.

Hay otra diferencia entre las redes sociales e internet en cuanto
al tipo de sitios que se pueden considerar de interés. En las redes socia-
les, un sitio es interesante no solo si contiene informacién directamente
relevante, sino también si apunta hacia sitios o usuarios que despliegan
dicha informacién. Existen, por lo tanto, dos tipos de usuarios: los Au-
thorities, que proveen informacién valiosa en su contenido, y los Hubs,
que apuntan hacia sitios y usuarios interesantes. Tal como la calidad de
una pédgina se puede cuantificar con el PageRank, la calidad de un Hub
o Authority se puede cuantificar con un debido indicador. Un buen Hub
se caracteriza por apuntar a buenos Authorities y un buen Authority es
seguido por buenos Hubs.

El algoritmo utilizado para rankear los Hubs y Authorities es si-
milar al algoritmo de PageRank e involucra marchas aleatorias. El pro-
cedimiento es mas complejo, dado que debe arrojar dos indicadores dis-
tintos. A grandes rasgos, se requiere considerar dos copias del grafo. En
una de ellas, los usuarios serdn evaluados segin su calidad como Hub

114



y, en la otra, como Authority. Enseguida, se consideran dos marchas
aleatorias. La primera se inicia en el mundo de los Authorities, visita
los Hubs y se devuelve. Asi, esta marcha recorre las dos copias del grafo
y tiende a visitar mds frecuentemente a Authorities a las cuales apunta
una gran cantidad de Hubs de buena calidad. La segunda marcha se
inicia en el mundo de los Hubs, visita los Authorities y se devuelve. Este
algoritmo se conoce como Stochastic Approach for Link-Structure Analy-
sis o SALSA. Los indicadores de Hub y Authority estin dados por las
medidas de equilibrio de estas marchas aleatorias.

La red Twitter estableci6 un algoritmo de sugerencia de conteni-
dos que resume todas las ideas anteriores de forma armoénica: el algorit-
mo Who-to-follow. Utiliza PageRank y SALSA, pero se diferencia de
este ultimo en su definicién mds restrictiva de Hubs y Authorities. Su
funcionamiento se puede desglosar en varias etapas.

En la primera etapa, se establece el Circulo-de-confianza de un
usuario rankeando los usuarios que sigue segin su relevancia. Esto se lo-
gra calculando el PageRank personalizado utilizando la marcha aleato-
ria egocéntrica. Este Circulo-de-confianza constituye el universo de los
Hubs. El universo de los Authorities estd conformado por los usuarios
seguidos por los miembros del Circulo-de-confianza.

Luego, se utiliza el algoritmo SALSA para evaluar la calidad de
los Hubs y Authorities identificados previamente. En esta 16gica, un
buen Hub es un usuario similar al usuario de partida y un buen Autho-
rity se convierte en una sugerencia de contenido.
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La teoria de redes: las ciencias, y las matemdticas en particular, es-
tin fuertemente guiadas por las necesidades de la época en la que se
enmarcan. Asi, las civilizaciones agricolas, ante la necesidad de apre-
hender adecuadamente las variaciones de luminosidad a lo largo del
afio, desarrollaron algin tipo de conocimiento geométrico aplicable al
estudio del movimiento de los astros. M4s recientemente, el desarrollo
de la maquina de vapor impulsé nuestro conocimiento de los meca-
nismos del calor y de su conversién en movimiento: la termodindmica.
Cada época tiene sus desafios especificos y la nuestra no estd exenta
de ellos. Se observé que una gran cantidad de fenémenos cotidianos
provenientes de la biologia, la fisica, la computacién e incluso la so-
ciologia y la economia exhiben un denominador comun: en ellos, una
gran cantidad de actores interactian de manera compleja a través de
una intrincada red de relaciones. La teoria de redes es una ciencia
interdisciplinaria y con aplicaciones diversas que aporta una visién
global de estos fenémenos. Uno de los pioneros de esta disciplina es
el fisico Albert-Ldszlé Barabasi (1967). Descubrié ciertas propieda-
des estructurales de internet que se vuelven a encontrar en redes de
naturaleza distinta. Sus trabajos tienen aplicacién en la biologia, la

medicina y la sociologia.
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EL MOVIMIENTO BROWNIANO

En los capitulos anteriores hemos discutido acerca de los procesos
estocdsticos que permiten, entre otras cosas, modelar los movimientos
sujetos al efecto del azar. Nuestro ejemplo central es la marcha aleatoria,
cuyo universo de aplicacién, ya lo vimos, es extremadamente vasto.

Cerraremos nuestra discusion histérica de las probabilidades con
el rey de los procesos estocdsticos: el movimiento browniano. Este pro-
ceso surgié en la biologia, tuvo repercusiones dramiticas en la fisica,
reapareci6 de forma inesperada en las finanzas, se convirti6 en un objeto
central de las matemdticas y forma la base de un cuerpo cada vez mds
amplio de aplicaciones de la teoria de la probabilidad.

LAs oBSERVACIONES DE ROBERT BROWN

Robert Brown (1773-1858) fue un botinico escocés y, de hecho,
uno de los botdnicos més influyentes de su época. Fue un pionero en
el uso de microscopios para el estudio riguroso de la biologia y, tras un
largo viaje en Australia, catalogé miles de especies de plantas descono-
cidas hasta entonces. El nombre de Brown quedé grabado en un sitio
de honor del monumento de la teoria de probabilidades por un articulo
publicado en 1828 intitulado “Breve recuento de observaciones micros-
copicas de particulas contenidas en polen de plantas”. Los resultados de
Brown permearon mucho mas alld del mundo de la biologia e iniciaron
una cadena de ideas fundamentales en fisica y matematicas que, entre
otras cosas, llevd a la confirmacién definitiva de la naturaleza atémica
de la materia. El proceso estocdstico mas importante lleva su nombre:
el movimiento browniano, y describe el movimiento aleatorio de los
CUEerpos microscopicos.
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En 1827, Brown realizé una observacién sorprendente. Brown
estudiaba el proceso de fertilizacion en flores cuando, al observar par-
ticulas de polen suspendidas en un liquido con microscopio, noté que
estas describian un movimiento oscilatorio erritico y aparentemente
impredecible. Su primera hipétesis fue que se trataba de células mascu-
linas dotadas de movilidad propia. Brown, sin embargo, no se detuvo ahi
y se propuso verificar —o descartar— su hipétesis inicial mediante una
serie de experimentos. Al pulverizar otras partes de la planta, observé
invariablemente el mismo fenémeno. Concluye que estas particulas en
movimiento corresponden a componentes fundamentales de la vida or-
ganica que describen un movimiento propio. Otra vez, no se detuvo ahi.

Para descartar que el movimiento observado se originase en par-
ticulas vivas, realizé el mismo experimento con plantas petrificadas o
conservadas en herbarios por siglos, observando siempre el mismo fe-
némeno. Ripidamente, sospeché que la materia inorgédnica podria tener
la misma propiedad, lo que confirmé al repetir el experimento con polvo
de metal, rocas e incluso fragmentos de la Esfinge de Guiza.

Era importante determinar si el movimiento era causado por las
particulas o por el fluido que las contenia y, en el segundo caso, descar-
tar el efecto de corrientes dentro del fluido. El ingenio de Brown llegé
hasta a desarrollar una preparacién consistente en una sola particula de
polen contenida en una gota de agua aislada en aceite. Esto descarta-
ba explicaciones mecdnicas sencillas como algun tipo de movimiento
causado por la evaporacién del agua y, de paso, alguna interaccién fisica
desconocida entre particulas distintas.

La teoria de Brown se puede resumir de esta forma: toda la mate-
ria estd formada por diminutas particulas —que nombré moléculas acti-
vas— que describen un movimiento oscilatorio errtico e impredecible
originado en las mismas particulas.

El procedimiento de Brown es un ejemplo sublime del método
cientifico. Tras sus primeras observaciones, Brown formula una hipé-
tesis que descarta tras realizar nuevos experimentos. La informacién
proveniente de los nuevos experimentos alimenta nuevas hipétesis que
pueden ser verificadas o descartadas, hasta llegar a un planteamiento
satisfactorio.

Si bien Brown fue el primero en documentar este fenémeno de
manera sistemdtica, el movimiento browniano debe haber sido un do-
lor de cabeza para cualquiera que intentara observar una suspensién
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de particulas diminutas. Hay algunos reportes escuetos del movimiento
browniano en la literatura de los siglos anteriores, ligados al desarrollo
de microscopios en Holanda durante el siglo XVII.

El movimiento browniano aparecié muchisimo antes, aunque
en contexto y palabras distintas, en un poema de Lucrecio de los afios
sesenta antes de Cristo. En “De la naturaleza de las cosas”, Lucrecio
describe la danza de las particulas de polvo iluminadas por un haz de
luz. Lucrecio imagina que el aire, como todas las cosas, estd constitui-
do de pequeiias particulas en movimiento. Estas particulas imprimen
movimiento a particulas mds grandes que, a su vez, animan particulas
mayores, hasta llegar a las particulas de polvo, sacudidas por este bafio
de particulas elementales.

Curiosamente, jesta es la explicacién del movimiento browniano!
Contrariamente a la teoria de Brown, el movimiento browniano no se
origina en las particulas de polen, sino en el fluido aledafio, ¢l mismo
constituido por moléculas que oscilan. Esta conclusién fue alcanzada
tras una serie de experimentos realizados por fisicos de la segunda mitad
del siglo XIX que explicaremos a continuaciéon. EI movimiento brow-
niano es una propiedad intrinseca de la materia cuya explicacién, casual-
mente, es muy cercana a la idea poética de Lucrecio.

EL MOVIMIENTO BROWNIANO EN LA FiSICA

En los 30 afios que siguieron, el trabajo de Brown parece haber
suscitado escaso interés y, en particular, no logré llamar la atencién de
los fisicos. No obstante, su articulo parece haber logrado cierta populari-
dad, incluso fuera de los circulos cientificos, como lo sugiere una alusién
anecdética al mismo en la novela Middlemarch de la escritora George
Eliot publicada en 1872.

El fisico y matemitico Christian Wiener (1826-1896) realiz6 una
serie de experimentos en 1863 que aportan precisiones a las observacio-
nes de Brown. Wiener logra descartar sistemdticamente explicaciones
mecdnicas sencillas para el movimiento browniano, como movimiento
dentro del fluido debido a evaporacién o conveccién, o interacciones en-
tre las particulas. Contrariamente a Brown, Wiener sugiere que el origen
del fenémeno se debe buscar en el fluido y no en las mismas particulas.
La teoria de Wiener tiene sin embargo serias fallas, pues, ademds de in-
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vocar la vibracién de las moléculas del fluido, alude a la vibracién del éter
en una longitud de onda correspondiente al color rojo, una explicacién
dificil de sustentar.

La originalidad de Wiener radica en el intento de explicacién
molecular del fenémeno. Hoy, todos estamos familiarizados con el he-
cho de que la materia en todos sus estados estd formada por dtomos y
afirmar que el movimiento browniano se debe al movimiento de estos
atomos no resulta dificil de creer. Debemos recordar que, en los tiempos
de Wiener, ain se discutia la naturaleza molecular de la materia —es
decir, que la materia estd constituida de pequefias unidades— y algu-
nas de las mentes mds brillantes de la época favorecian la teoria de que
la materia es un continuo. Como veremos mds adelante, el estudio del
movimiento browniano —en especial, la teoria de Einstein y los experi-
mentos de Perrin— fue crucial en zanjar esta discusion.

Los primeros trabajos experimentales rigurosos sobre el mo-
vimiento browniano se deben al fisico francés Louis Georges Gouy
(1854-1926). Junto con reforzar la hipétesis molecular, estos trabajos
permiten extraer las propiedades fundamentales de las trayectorias de
las particulas, que se pueden resumir en los siguientes puntos:

1.- El movimiento es extremadamente irregular y las
trayectorias no parecen tener tangente.

2.- Las particulas brownianas incluso cercanas describen
trayectorias independientes.

3.- El movimiento es mds intenso para particulas mds pequefias.

4.- La naturaleza y la densidad de las particulas no tienen
relevancia.

5.- El movimiento es mds intenso en fluidos menos viscosos.

6.- El movimiento es mds intenso a mayores temperaturas.

7.- El movimiento no se detiene.

El primer punto tiene particular relevancia para la matemadtica del pro-
blema. Matematicamente, se puede reformular diciendo que las trayec-
torias de las particulas no son diferenciables. Explicar esto con detalle
va mds alld del alcance de este libro y nos limitaremos a recordar que la
diferenciabilidad es una propiedad crucial en la descripcién del movi-
miento de los cuerpos en la mecinica de Newton y que su ausencia es
el reflejo de la alta irregularidad de las trayectorias. El fenémeno apela,
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por lo tanto, a una matemadtica nueva y, en particular, cualquier teoria
matemadtica acertada del movimiento browniano tiene que incluir esta
ausencia de diferenciabilidad. Tendremos que esperar hasta 1920 para
ver completado este programa.

El segundo punto implica, entre otras cosas, que el movimiento
browniano no se debe a ningun tipo de interaccién entre las particulas.
Los cuatro puntos siguientes son observaciones cualitativas que se de-
ben poder inferir a partir de cualquier teoria fisica sélida del fenémeno.

El dltimo punto es un tanto mds vago. Después de todo, scémo
podriamos afirmar que el movimiento no se detiene basado observa-
ciones durante un intervalo de tiempo finito? Existen algunos repor-
tes anecdéticos de preparaciones conservadas por décadas en las que se
pudo constatar la permanencia del fenémeno. El movimiento brownia-
no se observé incluso en gotas de agua atrapadas en cuarzo por milenios.

Saltando casi 2.000 afios desde el poema de Lucrecio, llegamos
al afio 1905, que, en ciencias, se conoce como “Annus Mirabilis’. En este
aflo, el fisico Albert Einstein publicé cuatro articulos que cambiaron la
historia de la ciencia al introducir ideas fundamentales en el desarrollo
de la fisica del siglo XX. Los mds famosos son, sin duda, el articulo en
el que introduce la teoria de la relatividad especial y el articulo en el que
aparece la ecuacién mds famosa de las ciencias: {E = mc?! Junto con la
teoria de la relatividad general, estos dos trabajos son las contribuciones
mids célebres de Einstein. El tercer articulo, sobre el efecto fotoeléctrico,
es fundamental en nuestra comprensién de la naturaleza de la luz.

En el cuarto articulo, Einstein predice que particulas suspendidas
en un liquido debieran describir un movimiento aleatorio debido a las
fluctuaciones térmicas del fluido. El articulo de Einstein es la primera
teoria del movimiento browniano, la cual se basa en la conciliacién de
dos puntos de vista aparentemente contradictorios: por un lado, la me-
canica de fluidos que considera la materia como un continuo y, por otro
lado, la teoria cinética del calor, mds familiar en el contexto de los gases.
Insistimos sobre el hecho de que la teoria de Einstein es una prediccién
tedrica de un fenémeno observable en principio. En 1905, Einstein no
estaba al tanto de los trabajos de Brown y de Gouy.

El trabajo de Einstein consta esencialmente de dos partes. En la
primera, Einstein vislumbra la naturaleza gaussiana del fenémeno. El
movimiento de una particula suspendida en un fluido resulta de una
gran cantidad de choques con las moléculas del agua, cada uno de los
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cuales le imprime una infima cantidad de movimiento. Asi, el movi-
miento browniano es la suma de una gran cantidad de pequeiias contri-
buciones mds o menos independientes, por lo que cae en el dmbito de
la ley de los errores o teorema del limite central. E] desplazamiento de
una particula browniana sigue, por lo tanto, una distribucién gaussiana.

En la segunda parte, Einstein obtiene una férmula para la inten-
sidad del movimiento en funcién de ciertas cantidades elementales. Esta
térmula es muy sencilla y permite explicar ficilmente las observaciones
de Gouy. La naturaleza cuantitativa de esta teoria facilita también su
verificaciéon experimental.

Poco después de la publicacién de su articulo, un colega le dio a
conocer los trabajos de Gouy en los cuales Einstein reconoce sus pre-
dicciones. No solo las propiedades cualitativas de las trayectorias obser-
vadas son coherentes con la teoria, sino que las mediciones se ajustan
perfectamente a las férmulas. En un articulo escrito a finales de 1905,
Einstein generaliza su teoria del fenémeno, que ahora nombra movi-
miento browniano. En este trabajo, Einstein también incluye rotaciones
aleatorias de las particulas, el movimiento browniano rotacional.

Recordemos que, en esa época, atn se discutia si la materia estaba
conformada por pequefias unidades elementales o si se trataba de un
“continuo”. La teoria de Einstein aporté evidencias a favor de la natura-
leza atémica de la materia y abrié las puertas al disefio de experimentos
precisos para ser verificada. Estos experimentos fueron realizados por el
fisico francés Jean Baptiste Perrin (1870-1942) a inicios del siglo XX. Al
verificar la teoria de Einstein, sus experimentos confirman la naturaleza
atémica de la materia: la materia estd constituida por dtomos. Es mis,
estos dtomos vibran, fenémeno que se observa en la oscilacién visible de
particulas de mayor tamafo: es el movimiento browniano, documentado
por Brown y sofiado por Lucrecio. Perrin recibié el Premio Nobel de
Fisica por sus trabajos en 1926. Por supuesto, Einstein también recibié
el Nobel —en 1921—, aunque su teoria del movimiento browniano, al
igual que las particulas de polen, se bafia en un mar de creaciones cienti-
ficas maravillosas que no solo cambiaron nuestra manera de ver el mun-
do, sino que ampliaron nuestro horizonte hasta limites insospechados.

Notemos que el fisico Marian Smoluchowski (1872-1917) llegé
a conclusiones similares a las de Einstein en 1906 siguiendo argumentos
mis probabilisticos. En su trabajo, Smoluchowski reduce el estudio de la
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trayectoria de la particula al comportamiento de una marcha aleatoria,
un punto de vista crucial en la teoria de probabilidades.

Hasta este punto, la teoria del movimiento browniano se limitaba
a formular sus propiedades en base a las observaciones y, en el caso de
los trabajos de Einstein y Smoluchowski, a justificar teéricamente el
fenémeno partiendo de primeros principios. En matematicas, esto no es
suficiente y se requiere de una construccién rigurosa de los objetos es-
tudiados. Volveremos a este punto, pero antes, romperemos la cronolo-
gia de este relato para relatar una aparicién inesperada del movimiento
browniano en un drea muy lejana.

EL MOVIMIENTO BROWNIANO EN LA BOLSA DE COMERCIO

El movimiento browniano fue descubierto independientemente
por Louis Bachelier (1870-1946) en sus investigaciones de los mercados
financieros. En su tesis de 1900 intitulada “Teoria de la especulacién”,
Bachelier postula que los incrementos en el precio de las acciones siguen
aproximadamente una ley gaussiana.

De pequefio, Bachelier trabajé en la bolsa de comercio y asisti6
posteriormente a las citedras del matemdtico Henri Poincaré (1852-
1912). En cierto sentido, Bachelier aport6 la primera formulacién ma-
temdtica del movimiento browniano. También fue quizés el primero en
introducir la marcha aleatoria.

Sus trabajos fueron dificilmente valorados por los matematicos
de la época y su tesis solo recibié una mencién honrosa. Esto se debié
probablemente a la escasa familiaridad de la comunidad matematica con
la economia, y su tesis, aun siendo visionaria, carecia de los elementos ri-
gurosos requeridos por un trabajo puramente matemadtico. Sin embargo,
Poincaré recalcé en varias oportunidades la importancia de estas ideas.
La aplicacién de la teoria de la probabilidad a los mercados financieros
abrié las puertas a un drea de investigacién extremadamente fructifera:
las matemadticas financieras.

Hoy en dia, los modelos probabilisticos juegan un papel prepon-
derante en las transacciones bursitiles. Una descripcién detallada de
estos métodos requeriria de un capitulo completo. Nos limitaremos a
mencionar que las matemadticas financieras han sido el motor de de-
sarrollo de una gran cantidad de trabajos teéricos profundos sobre los
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procesos estocdsticos y han sido por décadas un territorio fértil de apli-
caciones de la teoria de la probabilidad.

EL MOVIMIENTO BROWNIANO EN LAS MATEMATICAS

Hasta ac4, el movimiento browniano carecia de una formulacién
matematica rigurosa, la teoria existente limitindose esencialmente a for-
mular sus propiedades y a justificar su emergencia. La matemitica es la
ciencia del rigor y no es en general suficiente con enunciar una lista de
propiedades para sustentar una teoria. Es absolutamente necesario de-
mostrar que existe un objeto matematico que refleja las propiedades exhi-
bidas por el movimiento browniano. El paso crucial en esta direccién fue
completado por el matemdtico norteamericano Norbert Wiener (1894-
1964), también padre de la cibernética y de la inteligencia artificial.

Wiener viajé a Cambridge en 1913 motivado por estudiar 16gica
con Bertrand Russell, pero este altimo lo insté a asistir a las citedras de
Godfrey Hardy y a leer los articulos de Einstein. En 1923, Wiener pu-
blicé un articulo intitulado “Espacios diferenciales”, en el que construye
una medida de probabilidad sobre trayectorias bajo la cual los incremen-
tos —o diferencias— siguen una distribucién normal. También deduce
que estas trayectorias no son diferenciables, justificando matematica-
mente las observaciones de Gouy.

De ahi en adelante, el movimiento browniano se convirtié en un
objeto medular de las matematicas. La segunda mitad del siglo XX pre-
senci6 una explosién de investigaciones en torno a sus propiedades, no-
tablemente de la mano de las escuelas francesa y japonesa. Nacieron las
ecuaciones diferenciales estocdsticas, que combinan la probabilidad con
las ecuaciones diferenciales, la herramienta cldsica para la descripcién
del movimiento de los cuerpos. El movimiento browniano es un objeto
de estudio contemporineo en las matematicas y sus aplicaciones.

El movimiento browniano es fuente de un sinnimero de propie-
dades exéticas. Por ejemplo, si diseccionamos la trayectoria browniana
en trozos muy pequefios, veremos que cada trozo observado con lupa
es a su vez un movimiento browniano. En este sentido, el movimiento
browniano es un fractal y, ain mds, un fractal aleatorio.

Las aplicaciones del movimiento browniano son infinitas. En la
préxima seccién, relataremos el papel de movimiento browniano en la
dindmica de los seres microscépicos.
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Kiyosi It6 (1915-2008) fue un matematico japonés autor de contri-
buciones cruciales en la teoria de los procesos estocdsticos. Uno de los
teoremas mds utilizados en el contexto del movimiento browniano
lleva su nombre: el lema de It6. Este teorema permite realizar cdlculos
extraordinariamente limpios para procesos estocdsticos y constituye,
junto a la integral estocdstica, las bases del llamado cdlculo de Ir6. Es-
tas herramientas son fundamentales para el estudio de las ecuaciones
diferenciales estocdsticas que combinan las ecuaciones de la mecdnica
clésica con los procesos estocdsticos. Las ideas de Itd son aplicadas en

una gran variedad de disciplinas, incluyendo la fisica y las finanzas.

NADADORES MICROSCOPICOS

Hemos visto que el movimiento browniano describe el movi-
miento de todo lo diminuto. En sus experimentos, Brown descarté que
este fenémeno se debiera a la movilidad de organismos vivos y los fisicos
tras €l concluyeron que su origen se encuentra en las oscilaciones intrin-
secas del fluido aledafio. Sin embargo, existen seres diminutos dotados
de movilidad propia que son tan pequefios que su trayectoria es drama-
ticamente afectada por las vibraciones de las moléculas de agua. Se trata
de las bacterias y, en realidad, de cualquier organismo microscépico.

Los microbios fueron formalmente descubiertos en el siglo XVII
por el cientifico holandés Antonie van Leeuwenhoek (1632-1723) du-
rante el llamado Siglo de Oro de la ciencia y tecnologia holandesa. Su
existencia y, en particular, su incidencia en la transmisién de enfermeda-
des se intufa desde mucho antes.

El movimiento del agua y de todo aquello que se desplaza en el
agua es el ambito de la mecdnica de fluidos y estd gobernado por las
ecuaciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones modelan el comporta-
miento de los fluidos —gases y liquidos—, desde la brisa mds suave has-
ta los torrentes mds turbulentos. Como muchas ecuaciones de la fisica,
las ecuaciones de Navier-Stokes se pueden escribir en un par de lineas,
pero son increiblemente dificiles de resolver. {El Instituto Clay incluso
ofrece un premio de un millén de délares a quien sea capaz de crear una
teoria matematica satisfactoria para su estudio!
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El mundo visto por una diminuta bacteria es, sin embargo, muy
distinto al que vemos nosotros. Un nadador “macroscépico” como un
humano o un pez sabe que, si deja repentinamente de nadar, seguird
avanzando por el agua unos instantes, un fenémeno que se conoce como
inercia. Este desplazamiento se detiene pronto debido a la viscosidad
del fluido que se opone al movimiento. Resulta que la viscosidad, o la
manera en que la sentimos, depende de algiin modo de nuestro tamafio.
Un nadador microscépico sufre los efectos de una viscosidad que perci-
be esencialmente como infinita. Si deja de nadar, se detiene instantinea-
mente; no hay inercia. En este contexto, las ecuaciones de Navier-Stokes
se simplifican y se conocen simplemente como ecuacién de Stokes.

Las bacterias, al ser igualmente o mds pequefias que las particu-
las de polen de Brown, estin sometidas al movimiento browniano. Su
trayectoria es una combinacién de su propio mecanismo de nado —ti-
picamente, cilios y flagelos— gobernado por la ecuacién de Stokes y
de las oscilaciones del liquido que producen el movimiento browniano.
La teoria de Einstein permite calcular con precisién la intensidad de
esta “componente” browniana. Por lo tanto, la trayectoria de un nadador
microscépico se debe modelar usando ecuaciones diferenciales estocds-
ticas, que combinan elementos mecénicos y aleatorios.

Nuestro conocimiento del mundo microscépico se vio reforzado
con el advenimiento de los microscépicos digitales en la segunda mitad
del siglo XX. El procesamiento digital permite, entre otras cosas, estu-
diar con precisién la trayectoria de las bacterias, individual o colectiva-
mente. Las teorias matematicas que fusionan la mecinica de fluidos con
la probabilidad a través del movimiento browniano retratan las observa-
ciones de manera extraordinariamente acertada.
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TODO SE TRATA DE CONTAR: PROBABILIDAD Y
COMBINATORIA

Recordemos que un evento es un conjunto de alternativas o, en nuestra
terminologia matemadtica, un conjunto de elementos del espacio mues-
tral. Bajo la distribucién uniforme, su probabilidad es la razén entre
posibilidades favorables y las posibilidades totales. Luego, para el cdlculo
de probabilidades uniformes, todo radica en ser capaz de contar estas
dos cantidades.

Aprendemos a contar desde muy pequefios. Es aparentemente
sencillo: listamos los objetos que queremos contar, nos aseguramos de
que estin todos en la lista, que no sobra nada y simplemente conta-
mos. Para ir mas rdpido, podemos juntar los objetos de a pares o trios,
pero squé pasa cuando la cantidad de elementos que queremos contar
es astronémicamente grande? Por ejemplo, ya dijimos que el nimero
de posibles manos de péker es 2.598.960. En principio, tendriamos que
listar todas las posibilidades y contarlas. La lista es gigantesca. ;Cémo
asegurarnos de que no olvidamos alguna alternativa? ;Cémo estar segu-
ro de que no repetimos ninguna? Claramente, necesitamos un método
mis rapido y mejor.

La herramienta matemitica que nos ayuda a contar en situacio-
nes complejas es la combinatoria. La combinatoria identifica una serie
de situaciones tipicas que aparecen en el proceso de contar y nos provee
de férmulas o métodos para obtener rapidamente el resultado.

Veremos las nociones bésicas de combinatoria: la regla del pro-
ducto y el célculo de permutaciones y combinaciones. Algunas de estas
nociones ya se utilizaron de manera intuitiva en los capitulos anterio-
res en situaciones concretas. Entenderlas de mejor manera nos abre
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las puertas al célculo de probabilidades en contextos mas complicados,
como las probabilidades en el juego de pdker.

COMBINACIONES, PERMUTACIONES Y LAS LEYES ELEMENTALES DE LA
COMBINATORIA

Esta seccién es sin duda la mas avanzada desde el punto de vista
matemadtico. Es posible, sin embargo, lograr un entendimiento intuitivo
de las principales nociones abordadas aqui —las permutaciones y com-
binaciones— sin entrar en los detalles. Estas herramientas de cilculo
se utilizardn fuertemente en las préximas secciones acerca de la distri-
bucién binomial y del péker con dados y con cartas. Otra vez, el lector
puede leer la préxima seccién sin entrar en los detalles matematicos.

Empecemos con un ejemplo concreto: en una cafeteria, se venden
deliciosos bagels. El cliente debe elegir entre cuatro tipos de pan: simple,
amapola, sésamo o arindano. Luego, debe elegir el acompafiamiento:
mermelada, salmén ahumado o pollo teriyaki. Estas alternativas se pue-
den combinar de todas las maneras posibles. Se puede, por ejemplo,
elegir para el desayuno un bagel de ardindano con mermelada o, para el
almuerzo, un contundente bagel cubierto de semillas de amapola con
salmén ahumado. Pero ;cudntas opciones distintas existen?

Aqui nos encontramos con un principio general de la combina-
toria: las posibilidades de escoger dos objetos se multiplican. Esta es la
regla del producto. Ya nos encontramos con este caricter multiplicativo
cuando discutimos la urna.

Hay cuatro posibilidades para el pan y tres posibilidades para el
acompafiamiento. Luego, por la regla del producto, hay 4 x 3 = 12 rece-
tas distintas, es decir, 12 distintas maneras de combinar pan y acompa-
fiamiento. El lector incrédulo podra hacer el ejercicio de listarlas todas.

Ahora, volvemos a una situacién mds genérica y muy familiar en
probabilidades: veremos cémo aplicar la regla del producto al problema
de la urna, con o sin reposicion.

Recordemos el contexto. Tenemos una urna con cinco bolas nu-
meradas del 1 al 5. En la primera modalidad, cada vez que elegimos una
bola al azar, la volvemos a colocar dentro de la urna. Es el problema de
la urna con repeticién. Supongamos que escogemos tres bolas secuen-
cialmente: escogemos la primera, la reponemos, escogemos la segunda,
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y asi. ;De cudntas maneras se pueden escoger las tres bolas? Hay cinco
posibilidades para la primera, cinco para la segunda y cinco para la ter-
cera. Por lo tanto, hay 5 x 5 x 5 = 5% = 125 posibilidades para la secuencia
de tres nimeros. En el lenguaje de las probabilidades, hay 125 posibi-
lidades totales de escoger tres numeros de este modo y, por lo tanto, la
probabilidad de seleccionar cualquier secuencia dada —por ejemplo, 3,
5y 2— esigual a 1/125 = 0,8%.

Ahora, consideremos la urna sin reposicién. En este caso, selec-
cionamos una bola, la apartamos y seleccionamos la siguiente. Hay cinco
posibilidades para la primera bola. Pero, una vez que la seleccionamos,
solo quedan cuatro bolas en la urna. Una vez que seleccionamos una de
estas, quedan tres bolas en la urna. Luego, las posibilidades totales son
5 x 4 x 3 = 60. La probabilidad de escoger de este modo la secuencia 3,
5y 2 es, por lo tanto, 1/60 = 1,7%. Estos resultados coinciden con los
calculos del capitulo 3.

Hay un problema con los célculos anteriores. Nos permiten con-
tar secuencias ordenadas de nimeros. Por ejemplo, la secuencia 3,5 y 2
y la secuencia 3,2 y 5 son contadas como dos posibilidades distintas. En
muchas circunstancias, es deseable contar estas dos secuencias como una
sola, es decir, como una sola combinacién de nimeros. Por ejemplo, en la
loteria, si escogimos los nimeros, 6, 9, 13, 23, 25 y 35, poco importa si
salieron en ese orden o, digamos, en el orden 13, 23,9, 35,25 y 6.

La Biblioteca de Babel: volvemos al cuento de Borges mencio-
nado en el capitulo 3. Asumiendo que un libro consta de 410
paginas de 40 renglones de exactamente 80 caracteres y sabien-
do que existen 25 caracteres —22 letras, el espacio, la coma y el
punto—, ;cudntos libros posibles se pueden hallar en la Biblio-
teca? ;Cuil es la probabilidad de encontrar un libro en blanco?

Volvamos a la urna sin reposicién, que es como una mini loteria con
cinco nimeros de los cuales se escogen tres, y digamos que escogemos
los nimeros 2, 3 y 5. Estos nimeros pueden aparecer en varios 6rdenes
posibles. EI nimero de érdenes en el que los nimeros 2, 3 y 5 pueden
aparecer se conoce como el nimero de permutaciones de los nimeros

2,3y 5. Las distintas permutaciones son (2, 3, 5); (2, 5, 3); (3, 2, 5); (3,
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5,2); (5,2,3) y (5,3, 2). Hay seis permutaciones de los nimeros 2, 3 y
5. En general, hay seis posibles permutaciones de tres objetos distintos.

En el problema de la urna sin reposicién, ¢cudntas combinaciones
de tres nimeros existen? Nuestro cdlculo anterior nos daba 5 x 4 x 3 =
60 secuencias ordenadas de numeros en la que cada permutacién de tres
numeros es contada seis veces, una vez por cada permutacién. Por lo
tanto, tenemos que dividir el ndmero encontrado anteriormente por 6.
Hay 60/6 = 10 combinaciones de tres objetos distintos escogidos entre
cinco objetos distintos.

Supongamos que queremos contar el nimero de permutaciones
de 25 objetos distintos. No parece prictico generar la lista. Este es, de
hecho, un nimero con 26 digitos. Busquemos una férmula que nos per-
mita contar rapidamente el nimero de permutaciones. Resulta que hay
un patrén bastante simple.

Si tenemos dos objetos, A y B, hay solo dos permutaciones: pri-
mero A yluego B,y lo contrario. Luego, el nimero de permutaciones de
dos objetos es igual a 2. Ya vimos que el nimero de permutaciones de
tres objetos es igual a 6. Es fécil verificar que hay 24 permutaciones de
cuatro objetos; basta con listar las distintas permutaciones. La siguiente
tabla indica el nimero de permutaciones de hasta cinco objetos distin-
tos. La tercera columna recalca un patrén bastante curioso.

Numero de objetos Resultado Cilculo

2 objetos 2 2x1

3 objetos 6 3x2x1

4 objetos 24 4x3x2x1

5 objetos 120 S5x4x3x2x1

Por analogia, podemos concluir que el nimero de permutaciones de 10
objetos es 10 x 9 x 7 x 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 3.628.800. Tenemos, por
lo tanto, una manera eficiente de calcular el nimero de permutaciones
de un nimero arbitrariamente grande de objetos.
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El factorial: la operacién de multiplicar todos los nimeros desde 1
hasta un nimero dado se conoce como el factorial. Se denota con un
signo de exclamacién. Por ejemplo, el factorial de 5 es 5!'=5 x 4 x 3 x
2 x 1 =120. El factorial de un niimero se vuelve extraordinariamente
grande a medida que este nimero crece. Como lo hemos visto, el

factorial aparece a menudo en combinatoria.

Este método no es sorprendente y se deduce a partir de una idea que
hemos explotado ya mds de una vez. En el caso de las permutaciones de
10 objetos, hay 10 posibilidades para el primero, nueve para el segundo,
ocho para el tercero y asi sucesivamente. Como estas posibilidades se
multiplican, obtenemos el resultado anterior.

Volvamos al problema de las combinaciones. Queriamos deter-
minar el nimero de combinaciones de tres nimeros escogidos entre el 1
y el 5, es decir, tres nimeros distintos sin importar el orden. Vimos que
hay 5 x 4 x 3 = 60 secuencias ordenadas de tres nimeros que tenemos
que dividir por el nimero de permutaciones de estos tres nimeros. El
numero de dichas permutaciones es 3 x 2 x 1 = 6. Concluimos que hay
60/6 = 10 combinaciones de tres nimeros escogidos entre el 1 y el 5.

Apliquemos estas ideas a la loteria: tenemos que escoger seis ni-
meros entre el 1y el 41 y no nos importa el orden en el que aparecen al
momento del sorteo. Calculemos. El nimero de secuencias ordenadas
de seis nimeros escogidos entre el 1y el 41 es:

41x40x39x38x37x36=3.237.399.360
El nimero de permutaciones de seis nimeros distintos es:
6x5x4x3x2x1=720

En nuestro cilculo del nimero de secuencias, cada combinacién de seis
nimeros se contd, por lo tanto, 720 veces. Para obtener el nimero de
combinaciones, se debe dividir el nimero de secuencias por el numero
de permutaciones de seis nimeros. Asi, el nimero de combinaciones
de seis nimeros escogidos entre el 1 y el 41 es: 3.237.399.360/720 =
4.496.388.

131



Paul Erdés (1913-1996), un matemdtico hungaro, fue uno de los
cientificos mds prolificos del siglo XX, autor de mds de mil articulos
en conjunto con un nimero gigantesco de colaboradores . Su trabajo
se centré especialmente en la matematica discreta, en la que la combi-
natoria juega un rol preponderante. Erdds fascina tanto por su exten-
sa produccién cientifica como por su modo de vida peculiar. Llevaba
una vida errante cuyo unico fin aparente era la matemdtica. Viajaba
de conferencia en conferencia y solia visitar a sus colegas alrededor
del mundo por unos dias, el tiempo suficiente para producir algunos
articulos. Luego, seguia su camino. En matematicas, se habla del nu-
mero de Erd6s de una persona. Este mide los grados de separacién
con Erdés. Una persona que colaboré directamente con €l tiene un
numero de Erdds igual a uno. Una persona que colaboré con un co-
laborador de Erdés tiene un nimero igual a 2 y asi sucesivamente.
Erdés apreciaba mucho las demostraciones bellas y elegantes. Cuando
se encontraba con una de ellas, decia que era una demostracion de/ /i-
bro, aludiendo a un supuesto libro en el cual Dios consigna las mejores

demostraciones de teoremas.

LA DISTRIBUCION BINOMIAL, OTRA VEZ

Disponemos de todas las herramientas para calcular explicita-
mente las probabilidades asociadas a la distribucién binomial. Para sim-
plificar la discusién, fijaremos los parimetros N = 10y p = 0,7. En este
caso, la distribucién binomial representa el nimero de experimentos
exitosos cuando el experimento es repetido 10 veces de manera inde-
pendiente y cuando cada experimento tiene una probabilidad de éxito
igual a 0,7.

Calculemos la probabilidad de obtener exactamente cuatro expe-
rimentos exitosos. Primero, calculemos la probabilidad de que los expe-
rimentos nimero 2, 5, 8 y 9 sean exitosos y todos los demds resulten en
fracaso. Los experimentos exitosos contribuyen con una probabilidad
igual a 0,7 x 0,7 x 0,7 x 0,7 = (0,7)*, nimero que se debe multiplicar
por la probabilidad de que los otros seis experimentos sean infructuo-
s0s: 0,3 x 0,3 x 0,3 x 0,3 x 0,3 x 0,3 = (0,3)°. La probabilidad de que los

experimentos sefialados sean exitosos y los demds fracasen es entonces
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igual a (0,7)* x (0,3)¢ = 0,02%. Notemos que hemos usado fuertemente
la independencia de los distintos experimentos.

Ahora, tenemos que calcular de cudntas maneras se pueden elegir
los experimentos que serdn exitosos. Tenemos 10 posibilidades para elegir
el primero de ellos, nueve para el segundo, ocho para el tercero y siete para
el cuarto. Hay entonces 10 x 9 x 8 x 7 = 5.040 maneras de escoger cuatro
experimentos entre 10. Ahora, con este procedimiento, estamos contando
de mas. Como discutimos anteriormente, las secuencias (2,5, 8,9) y (2,9,
8,5) son contadas como dos entidades distintas, siendo que representan el
mismo grupo de cuatro experimentos. Tenemos que dividir por el nimero
de permutaciones de cuatro objetos, que es igual a 4 x 3 x 2 x 1 = 24. El
numero de posibles combinaciones de cuatro experimentos exitosos entre
10 experimentos totales es, por lo tanto, igual a 5.040/24 = 210.

Volviendo a la probabilidad buscada, la probabilidad de obtener
exactamente cuatro experimentos exitosos entre 10 con probabilidad de
éxito igual a 0,7 es igual a 210 x (0,7)*x (0,3)® = 0,04.

Con el mismo procedimiento, concluimos que la probabilidad de
obtener exactamente siete experimentos exitosos es aproximadamente
igual a 0,27, un valor bastante mayor al anterior. Notemos que 7 corres-
ponde a la esperanza de una variable aleatoria binomial de parimetros
N =10y p=0,7y coincide més o menos con la posicién de la cima del
grafico de su distribucién.

Existe una manera mids eficiente de calcular estas probabilidades
empleando otro objeto central de la combinatoria: los coeficientes bi-
nomiales.

PRECALENTAMIENTO: EL POKER CON DADOS

Como su nombre lo indica, el péker de dados es una variante del
poker que se juega con dados, mds precisamente con cinco dados cuyas
caras corresponden al 9, 10, la sota, la reina, el rey y el as. Ya repasare-
mos las denominaciones de la baraja inglesa. Los distintos resultados
obtenidos al lanzar los cinco dados simultineamente siguen un orden
de importancia similar a las manos de péker que consideraremos en la
préxima seccién.

El mejor resultado posible consiste en obtener cinco figuras idén-
ticas, por ejemplo, que los cinco dados arrojen reyes. ;Cudl es la proba-
bilidad de obtener esta configuracién?

133



Contemos primero todas las configuraciones posibles. Hay seis
posibilidades para cada dado. Por la regla del producto, el nimero de
posibilidades para cinco dados debe ser igual a 6 x 6 x 6 x 6 x 6 x 6 =
6° = 7.776.

Hay solo seis maneras de obtener el mismo resultado en todos los
dados, que corresponden a las seis figuras impresas en las caras del dado.
La probabilidad de obtener esta configuracién es, por lo tanto, igual a
6/7.776 = 0,07%.

La siguiente configuracién en orden de importancia es aquella en
la que exactamente cuatro de los dados arrojan el mismo resultado, por
ejemplo, As-As-As-As-9. Para elegir la figura que se repetira cuatro ve-
ces, tenemos seis posibilidades y solo cinco para la segunda figura. Por lo
tanto, hay 6 x 5 = 30 configuraciones distintas de dos figuras distintas,
una de las cuales se repetird cuatro veces. Ahora, tenemos que escoger
cudles de los cuatro dados arrojardn la figura repetida. Para esto, basta con
contar el nimero de combinaciones de cuatro objetos escogidos entre
cinco. Para elegir cuatro dados uno tras otro, tenemos 5 x 4 x 3 x 2 = 120
posibilidades. Enseguida, tenemos que dividir por el nimero de permu-
taciones de estos cuatro dados, que es igual a 4 x 3 x 2 = 24. El nimero de
combinaciones de cuatro objetos escogidos entre cinco es entonces igual
a 120/24 = 5. Combinando todo nuestro razonamiento, hay 30 x 5 = 150
distintas configuraciones de cinco dados con exactamente cuatro figuras
idénticas. La probabilidad de obtener una de estas es, por lo tanto, igual a
150/7.776 = 1,93%, donde recordamos que 7.776 corresponde al nimero
total de configuraciones posibles para los cinco dados.

Después de este precalentamiento, podemos iniciar nuestros cal-
culos de probabilidades para las manos de poker.

POKER: CALCULOS PARA VALIENTES

Recordemos lo basico: un mazo de cartas consiste en 52 cartas
distintas. Hay cuatro colores distintos: espadas, corazones, rombos y tré-
boles. Hay 13 cartas de cada color. Estas cartas estin numeradas del 1 al
12. Algunos nimeros tienen una denominacién especial. E1 1 se conoce
como as, el 11 como sota, el 12 como reina y el 13 como rey. Una mano
de poker consiste en cinco cartas distintas. En abstracto, una mano de
poker es un sorteo en una urna con 52 objetos de los cuales se escogen
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cinco sin reposicién. Los cilculos para el péker son muy similares al
caso de los dados, pero involucran nimeros muchisimo mds grandes.
Contemos el nimero total de manos de péker.

El nimero de secuencias de cinco cartas escogidas una tras otra es:

52x51x50%x49x48=311.875.200

El nimero de permutaciones de cinco cartas distintases 5 x 4x 3 x 2 x 1
=120. En el nimero de mis arriba, cada combinacién de cartas se contd,
por ende, 120 veces. Luego, para obtener el nimero de manos de pdker,
es decir, el nimero de combinaciones de cinco cartas, se debe dividir este
nimero por 120. Por lo tanto, el nimero de manos de péker es

311.875.200/120=2.598.960

Las manos de péker tienen una jerarquia. El jugador que obtiene la
mano de mayor valor gana. La peor mano es aquella en la que ningin
tipo de carta se repite y no se da ningtn patrén particular, como cartas
ordenadas del 2 al 6, que se conoce como escalera. La probabilidad de
obtener una mano de este tipo es aproximadamente 50,11%. Es decir,
hay una probabilidad un poco mayor a ¥2 de no obtener nada. Esta pro-
babilidad no es tan facil de calcular, por lo que omitimos estos detalles
por ahora. La siguiente mano en importancia es el par, aquella en la
que se obtiene exactamente un par; por ejemplo, el 3 de espadas, el 3
de diamantes y, digamos, un 2 de cualquier color, una sota de cualquier
color, y un 6 de cualquier color. La probabilidad de obtener un par es
aproximadamente 42%. Ya daremos indicios de cémo calcular esta pro-
babilidad mds abajo. La probabilidad restante es ocupada por las manos
de mayor valor. Las probabilidades de obtener alguna de ellas son tan
pequefias que usaremos porcentajes y, aun asi, obtendremos nimeros
con muchos decimales.

La mejor mano de péker es la escalera real. Consiste en cuatro
cartas consecutivas del 10 al rey, del mismo color, y el as del mismo co-
lor. Hay solo cuatro de estas. La probabilidad de obtener una de ellas es
muy baja. Es igual a 4 dividido por el nimero total de manos de péker:
aproximadamente 0,000154%.

La siguiente mano en importancia es la escalera de color. Consiste
en cinco cartas consecutivas del mismo color que no formen una escalera
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real. Notemos que la secuencia sota, reina, rey, as y 2 no constituye una
escalera. Por asi decirlo, la escalera no puede “dar la vuelta”, excepto, de
algiin modo, la escalera real. Para contar las escaleras de color tenemos
que tomar en cuenta las posibilidades de color —son cuatro— y los po-
sibles puntos de partida, que son las cartas del 1 al 9; el 10 como carta
inicial da lugar a una escalera real. Hay, por lo tanto, 4 x 9 = 36 escaleras
de color. La probabilidad de obtener una de ellas es aproximadamente
0,00139%.

En orden decreciente de valor, nos encontramos con el pdker:
cuatro cartas de un mismo nimero. Hay 13 posibilidades para escoger
el nimero —del as al rey— y 52 — 4 = 48 posibilidades para escoger la
carta restante. Luego, hay 13 x 48 = 624 pokeres distintos. La probabi-
lidad de un péker es aproximadamente 0,024%.

La siguiente mano es el fiu// house: un trio y un par. Primero, tene-
mos que escoger los dos nimeros que formarin respectivamente el par
y el trio y, luego, contar el nimero de posibles fu// houses formados con
€s0s NUmeros.

Para elegir el nimero que formard el par, hay 13 posibilidades.
Quedan 12 posibilidades para escoger el nimero que formard el trio.
Esto nos da 13 x 12 = 156 posibilidades.

Una vez que escogimos estos nimeros, tenemos que contar la
cantidad de manos posibles. Digamos que queremos contar el nimero
de full houses formados por un par de 7 y un trio de 5. Hay cuatro car-
tas con el nimero 7. Necesitamos el nimero de combinaciones de dos
de estas cartas. Ya aprendimos a calcular este nimero. Hay 4 x 3 = 12
maneras en las que pueden salir dos 7 sucesivamente. Hay que dividir
este nimero por el nimero de permutaciones de dos objetos que son 2.
Hay, por lo tanto, 12/2 = 6 maneras de obtener un par de 7. Ahora, para
escoger un trio de 5, necesitamos contar el nimero de combinaciones
de tres objetos escogidos entre 4. Hay 4 x 3 x 2 = 24 maneras en las que
pueden aparecer los tres 5 sucesivamente. El nimero de permutaciones
de tres objetos es 6. Luego, hay 24/6 = 4 maneras de escoger un trio de
5. Juntando estos nimeros, hay seis maneras de obtener un par de 7 y
cuatro maneras de obtener un trio de 5. Hay, entonces, 6 x 4 = 24 mane-
ras de obtener un par de 7 y un trio de 5.

El 7 y el 5 son arbitrarios. Vimos que hay 156 maneras de elegir
estos dos nimeros. El nimero total de full houses es 156 x 24 = 3.744. La
probabilidad de full house es 0,14%.
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Terminamos esta seccién calculando la probabilidad de la siguien-
te mano en orden de importancia: la escalera. Esto es cualquier combina-
cién de cinco nimeros sucesivos que no dan lugar a una escalera de color
y, por lo tanto, a una escalera real si el nimero de inicio es el 10.

Hay 10 posibilidades de escoger el nimero inicial. Digamos que
escogimos el 2. Hay cuatro posibilidades de escoger un 2, cuatro posi-
bilidades de escoger un 3 y asi hasta llegar al 6. Hay, por lo tanto, 4 x
4 x4 x4 x4=4=1.024 escaleras que parten del 2. De estas, cuatro
son escaleras de color que tenemos que descartar. Hay, entonces, 1.020
escaleras que parten de un nimero del 1 al 10 y 10 posibilidades para
escoger este nimero de partida. Hay en total 1.020 x 10 = 10.200 esca-
leras. La probabilidad de una escalera 0,39%.

Observamos que la mejor manera de calcular la probabilidad de
obtener la peor mano consiste en sumar las probabilidades de obtener
manos de mayor valor y pasar al complemento.

Probabilidad de par: dejamos un ejercicio para valientes. ;Cudl es la
probabilidad de obtener un par y nada mds? Primero tenemos que
escoger el numero que formara el par. Luego, contar el nimero de pa-
res formados con este nimero. Luego, escoger tres nimeros distintos
al primero y distintos entre si para las cartas restantes y, finalmente,
contar de cudntas maneras puedo elegir cartas con cada uno de estos
numeros. El nimero de manos de este tipo es 1.098.240. Dejamos los

detalles del calculo para el lector.
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LA PROBABILIDAD ES UN JUEGO

Para finalizar, proponemos cuatro problemas clasicos de probabilidad.
El primero tiene una solucién muy compleja que puede ser formulada
de manera elemental, pero cuya demostracién requiere de herramientas
matemdticas complicadas. Nos limitaremos a formular la solucién dan-
do algunas pistas de su validez e invitando al lector a estudiarla en casos
mis sencillos. El segundo problema estd al alcance de un estudiante
de cdlculo con nociones elementales de probabilidad, sin embargo, no
detallaremos el cdlculo que lleva a la solucién. El tercer problema tiene
una solucién que puede ser verificada cuidadosamente caso por caso. El
ultimo problema es un problema de ingenio.

EL PROBLEMA DE LOS 100 PRISIONEROS

El siguiente problema fue formulado en 2003 por Peter Bro Mil-

tersen y se conoce como el problema de los 100 prisioneros.

En una carcel, hay 100 prisioneros, numerados del 1 al 100, que esperan ser
ejecutados. El alcaide decide darles una iiltima oportunidad.

En una sala, dispone un mueble con 100 cajones también numerados
del 1 al 100. Distribuye 100 papeletas numeradas del 1 al 100 en los cajo-
nes segtin algiin orden arbitrario.

Cada prisionero entra a la sala y tiene derecho a abrir 50 cajones en
cualquier orden. Después de esto, se cierran los cajones e ingresa el siguiente
prisionero.

Si cada prisionero encuentra su propio niimero en uno de los 50 cajones
que abrio, serdn todos perdonados. En caso contrario, serdn ejecutados segin

estaba planificado.
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Los prisioneros tienen derecho a discutir una estrategia antes de iniciar
el proceso, pero no se pueden comunicar durante este.

¢Cudl es la mejor estrategia que seguir?

La probabilidad de que un prisionero encuentre su propio nimero al
abrir 50 cajones al azar es igual a %. Si los prisioneros no planifican
una estrategia, estos eventos son todos independientes y la probabilidad
de que todos los prisioneros encuentren su propio nimero es igual a ¥
multiplicado con si mismo 100 veces. Esto es igual a un cero, una coma,
luego 30 ceros vy, finalmente, un digito distinto de cero. Esta estrategia
resultard sin duda en un fracaso.

Existe una estrategia que permite asegurar una probabilidad de
sobrevivencia de cerca del 30% y consiste en lo siguiente: cada prisio-
nero abre, en primer lugar, el cajén numerado con su propio nimero. Si
su ndmero se encuentra en ese cajon, ya no hace falta seguir. Si el cajén
contiene otro nimero, abre el cajén correspondiente a ese nimero y asi
sucesivamente.

Si bien no trabajaremos los detalles de esta solucién, la observa-
cién fundamental es que la disposicién de los nimeros en los cajones
es una permutacion de los nimeros del 1 al 100. Podemos pensar que,
originalmente, cada nimero estaba en el cajén con su propio nimero
y que, en algin momento, el contenido de los cajones fue permutado
al azar. Esto es, por lo tanto, una permutacién aleatoria. Todas las per-
mutaciones posibles de los nimeros del 1 al 100 forman, con derecho
propio, un espacio muestral gigantesco sobre el cual se puede definir la
probabilidad uniforme.

Para barajar los nimeros, una forma sensata de proceder es la
siguiente. El alcaide saca el nimero 1 de su cajén y elige un destino al
azar, digamos, el 57. Pone el 1 en el cajén 57 y elige el destino del nu-
mero 57 y asi sucesivamente.

Las permutaciones tienen ciclos. Al permutar los nimeros, el 1
es cambiado por otro nimero que, a su vez, es cambiado por otro, y
asi sucesivamente. En algin momento, el alcaide debera elegir el cajon
numero 1 para guardar algin nimero de la secuencia y se cierra el ciclo,
y se inicia un ciclo nuevo. La cantidad de pasos necesarios para cerrar el
ciclo es el largo del ciclo.

Al seguir la estrategia propuesta, los prisioneros estardn recorrien-
do los ciclos de esta permutacién. El problema radica en determinar si

139



existe algtn ciclo de largo mayor que 50. En este caso, algin prisionero
fallard en encontrar su propio nimero. Si todos los ciclos tienen largo
menor que 50, entonces, todos los prisioneros serdn exitosos. La probabi-
lidad de que todos los ciclos tengan largo menor a 50 es un problema de
combinatoria complicado, pero se puede demostrar que esta es la mejor
estrategia posible y que brinda una probabilidad razonable de sobrevi-
vencia, cercana al 30%, como hemos sefialado.

Se invita al lector a trabajar este problema con una cantidad me-
nor de prisioneros, alguna cantidad entre cinco y ocho, a identificar las
permutaciones favorables y desfavorables y, de ser posible, a calcular la
probabilidad de sobrevivencia.

EL PROBLEMA DE LA SECRETARIA

El problema de la secretaria fue formulado en 1949 por Merrill
M. Flood (1908-1991), un matemitico norteamericano. Flood fue tam-
bién, junto a Melvin Dresher, el creador del dilema del prisionero que
analizamos anteriormente. La formulacién del problema es la siguiente:

Una persona debe entrevistar a 100 candidatos para un dnico puesto de
trabajo. Al realizar la entrevista, el entrevistador le asigna un puntaje al
candidato ¢, inmediatamente, tiene que decidir si contratarlo o no. Esta es
la vinica instancia en que puede contratar a esta persona. Una vez que pasa
al candidato siguiente, no puede volver atrds.

$Cudl es la estrategia que maximiza las chances de seleccionar el mejor
candidato?

Recalcamos de partida que no hay un tope en el puntaje asignado al
candidato. Si se le asigna una nota del 1 al 20, seria por supuesto razo-
nable seleccionar el primer candidato con nota 20 o 19.

El problema de la secretaria cae en el ambito de los problemas de
parada éptima. Tenemos que elegir el instante en el cual detener cierto
proceso para maximizar cierta “ganancia”. Para decidir este instante, solo
disponemos de la historia del proceso hasta el momento dado y no sabe-
mos nada de los resultados futuros del mismo. Este enunciado es vago,
pero una variedad de situaciones concretas cae dentro de esta categoria.
Por ejemplo, supongamos que queremos comprar una propiedad. Las
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tasas de los créditos hipotecarios pueden variar bastante en el tiempo.
Tenemos que decidir el instante en el cual contratar el crédito sin saber
el valor de las tasas de interés en el futuro. Si supiéramos que estin en
alza, lo mds sensato es comprar de inmediato. Por supuesto, nada excluye
que las tasas bajen en un futuro cercano. Solo disponemos de los registros
pasados para decidir.

La estrategia para seguir consiste en elegir un nimero N entre 1
y 100, por ejemplo, N = 50, y entrevistar a los 49 primeros candidatos.
Ninguno de ellos se selecciona. Luego, se contrata al primer candidato a
partir del nimero 50 en adelante cuya nota es mayor a la nota de todos
los 49 primeros candidatos. Se puede demostrar que, con este método,
se selecciona al mejor candidato con una probabilidad cercana a 35%.

En el parrafo anterior, 50 fue un nimero arbitrario. Podriamos
haber decidido entrevistar un nimero diferente de candidatos. Si N =
60, entrevistamos a 59 candidatos, y la mejor nota de este grupo serd
posiblemente mayor que la mejor nota de los 49 primeros candidatos.
Luego, el candidato seleccionado con N = 60 serd mejor que con N =
50. Sin embargo, se puede demostrar que con N = 60 la probabilidad de
seleccionar el mejor candidato cae a aproximadamente 31%. ;A qué se
debe esta aparente contradiccién? El mejor candidato se distribuye uni-
formemente entre los 100 candidatos. Tiene una probabilidad positiva
de estar entre los candidatos 50 y 59. Luego, al aumentar N de 50 a 60,
también aumentamos las chances de incluir al mejor candidato en el
grupo de aquellos que se desechan.

Por lo tanto, disminuyamos el valor de N. Al disminuir N, baja-
mos el “puntaje de corte”, pero también bajamos la probabilidad de des-
echar automdticamente al mejor candidato. Con N = 40, la probabilidad
de seleccionar el mejor candidato sube a 36,72%. Tomemos entonces
un valor de N aun menor. Para N = 30, la probabilidad baja levemente
a 35,89%.

Todo esto sugiere que debe existir un N 6ptimo, es decir, un N
que maximiza la probabilidad de seleccionar el mejor candidato. Las
probabilidades anteriores se obtuvieron mediante un calculo explicito
cuyos detalles no se escribieron; es una férmula complicada que involu-
cra herramientas basicas de cédlculo universitario. Podemos probar con
todos los nimeros N entre 31 y 39 y quedarnos con el mejor valor. Re-
sulta que este valor es 37, el cual otorga una probabilidad de 36,79% de

seleccionar al mejor candidato.
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Pero ;por qué este misterioso valor N = 37? La respuesta radica
en una constante omnipresente en las ciencias que se denota por la letra
e. Su valor es aproximadamente igual a 2,7 y 100/2,7 = 37.

Como ya lo indicamos, este problema puede resolverse con un
cilculo explicito. Esta solucién exacta puede a su vez aproximarse por
una funcién cuyo valor méximo se puede encontrar usando herramien-
tas del cdlculo diferencial y es igual a N/e.

El nimero de candidatos se puede modificar. Si tenemos que en-
trevistar 200 candidatos, el mejor valor de N es 200/e = 74. Si entrevis-
tamos a 10.000 candidatos, entonces tenemos que tomar N = 10.000/e
=~ 3679.

El nimero e: las matemdticas abundan en nimeros misteriosos que
aparecen en multitudes de contextos dispares. Es el caso del famoso
numero T, cuya secuencia infinita de decimales no se repite jamds.
Es también el caso de e, conocido como la constante de Euler o de
Néper, cuyo valor es aproximadamente igual a 2,72. Fue descubierta
en el siglo XVII y se relaciona especialmente con los logaritmos. En
1737, Euler demostr6 que, al igual que 7, esta constante es un nimero

irracional, es decir, no se puede escribir como una fraccién.

EL jueco pE PENNEY

El juego de Penney es un juego de cara o sello muy sencillo que
tunciona de la manera siguiente:

El jugador A elige una secuencia de cara o sello de largo 3, por ejemplo,
CSS 0 8CS, y se la muestra al jugador B. Acto seguido, el jugador B elige
su propia secuencia.

Luego, se lanza una moneda hasta que aparece la secuencia elegida por
alguno de los jugadores. El jugador cuya secuencia aparece primero gana.

s Cudl es la mejor estrategia que seguir para el jugador B?
Lo curioso de este juego es que siempre existe una estrategia que le per-

mite a B ganar con probabilidad mayor que %. La estrategia es, por lo
demds, muy sencilla y daremos algunos ejemplos de su funcionamiento.
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Sila secuencia elegida por A es CSS, entonces B debe elegir CCS.
Si A elige SCS, entonces B debe elegir SSC. En general, la eleccién del
primer elemento de la secuencia de B debe ser el opuesto del segundo
elemento de la secuencia de A. El segundo y tercer elemento elegidos
por B deben coincidir con la primera y segunda eleccién de A.

El lector podra verificar, estudiando los distintos casos posibles,
que esta estrategia siempre es beneficiosa para B.

Hay algo profundamente contraintuitivo en este juego. No existe
una estrategia mejor que todas las demds. Para cada eleccién de A, B
puede elegir una secuencia que le prometa ganar con probabilidad ma-
yor a %. Por ejemplo, si A elige CSC, B tiene mayores chances de ganar
eligiendo CCS. Pero si, a su vez, A elige CCS, B tendra alta probabilidad
de éxito escogiendo SCC.

EL PROBLEMA DEL ASIENTO DE AVION

Nuestro problema final es muy facil de formular, pero su solucién,
que queda a cargo del lector, requiere de mucho ingenio. Esta es su for-
mulacién cldsica:

Los 300 pasajeros de un vuelo estin a punto de abordar. El avion tiene
exactamente 300 asientos. Cada pasajero tiene su ticket de embarque que
indica el asiento donde deberd sentarse. Sin embargo, el primer pasajero
que ingresa al avion pierde su ticket y, por lo tanto, no sabe qué asiento le
corresponde. Algo abrumado, se sienta al azar en uno de los 300 asientos
del avidn.

Ll siguiente pasajero que ingresa al avion se dirige a su asiento. Hay
dos posibilidades: o bien su asiento estd desocupado como debiera o estd ocu-
pado por el primer pasajero. En el primer caso, simplemente se sienta donde
corresponde. En el segundo caso, se sienta al azar en alguno de los demds
299 asientos.

Y ast sucesivamente: cada pasajero que ingresa al avion se dirige a su
asiento correspondiente. Si estd desocupado, se sienta. Si, por el contrario,
estd ocupado por uno de los pasajeros anteriores, se sienta al azar en uno de
los asientos restantes.

¢Cudl es la probabilidad de que el iiltimo pasajero en ingresar al avion

se siente en el puesto que le habia sido asignado originalmente?
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Existe una solucién sencilla y algo rutinaria a este problema que apela a
una técnica conocida como induccién matemitica. El lector que conoce
este método puede intentarlo por esta via.

Hay, sin embargo, una solucién elemental e ingeniosa. Como tni-
ca pista, dejamos la observacién siguiente que deberd ser demostrada
por el lector: al ingresar al avién, el dltimo pasajero se encuentra con un
unico asiento desocupado. Hay solo dos posibilidades: o bien este asien-
to es el suyo o corresponde al asiento del primer pasajero.
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1 azar es el motor de una gran cantidad de fenémenos, desde la

loteria hasta el movimiento de las bacterias. A veces, parecemos
estar completamente a su merced y, otras veces, nos puede traer
gratas sorpresas.
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La teoria de probabilidades es la matemitica del azar. 51 bien
no nos permite eliminar la incertidumbre del mundo que nos rodea,
nos brinda una herramienta poderosa para entender sus leyes,
tomar decisiones en situaciones inciertas e incluso sacar provecho
de ellas. Hoy en dia, la probabilidad estd presente en los modelos
matemadticos de la fisica, la biologia, las finanzas e, incluso, en los
algoritmos de las redes sociales.

Nuestro Paseo por el azar es un primer acercamiento a esta teoria.
Recorreremos su historia, conoceremos a algunos de sus héroes y
vislumbraremos algunas de sus aplicaciones actuales. Haciendo uso
de matemiticas elementales, estudiaremos sus fundamentos y, en
ocasiones, nos deleitaremos con sus paradojas inverosimiles.
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